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UNIVERSIDAD TECNICA DE AMBATO

Las matematicas un universo lleno de belleza abstracta, un juego logico
perfecto que permiten descubrir realidades externas mas alla de lo
fisico y de lo real, que nos lleva a un resultado inesperado pero que al
final tiene l6gica. Las matemadticas un arte puro, un lenguaje oculto de
realidad que nos lleva a volar la imaginacion abstracta para obtener
un resultado légico. Las Ecuaciones diferenciales una de las ramas de
las matematicas aplicadas, que describe como una magnitud cambia
en relacion a otra, permitiendo modelar un sistema dinamico.
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Prefacio

Este libro se ha creado como una herramienta fundamental para el curso de
ecuaciones diferenciales en programas de ingenieria, reconociendo la importancia
de esta disciplina en la modelacion y resolucion de problemas que surgen en diversos
campos. A lo largo del texto, se han incorporado estrategias metodologicas disenadas
para facilitar el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales, ofreciendo al estudiante
una experiencia de estudio estructurada y progresiva.

El contenido del libro abarca desde ecuaciones diferenciales de primer orden con
métodos de solucidon como la separacion de variables y soluciones generales basadas
en funciones primitivas hasta ecuaciones de orden superior. Cada capitulo presenta
ejemplos detallados y problemas practicos, acompanados de aplicaciones especificas
para reforzar la comprension tedrica y la habilidad técnica del estudiante.

Este libro enfatiza los métodos de resolucion paso a paso para ecuaciones
diferenciales. Aprenderds a desarrollar soluciones utilizando herramientas
esenciales como ecuaciones exactas, factores integrantes y cambios de variable, lo
que te permitira modelar fendmenos complejos en ingenieria. Ademas, se incluyen
ejemplos de soluciones obtenidas con tecnologia. Los ejemplos incluyen soluciones
obtenidas mediante herramientas tecnolégicas como: Wolfram Alpha y se presentan
graficos generados por software para ilustrar visualmente los resultados.

El libro también explora aplicaciones de operadores lineales y ofrece una guia
accesible para su comprension mediante ejercicios practicos. Se abordan ecuaciones
diferenciales con coeficientes constantes y variables; incluyendo la ecuaciéon de
Riccati y se presentan métodos para resolver ecuaciones como la de Bernoulli,
siguiendo un orden légico que facilita el aprendizaje progresivo.

Con esta estructura y los recursos proporcionados se espera que el lector desarrolle
una comprension profunda y practica de las ecuaciones diferenciales, fortaleciendo
las habilidades necesarias para enfrentar problemas de modelacién en el ambito de
la ingenieria.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales son herramientas matematicas poderosas que se
utilizan para describir y modelar una amplia variedad de fen6menos en ciencias
naturales, ingenieria y otras disciplinas. Estas ecuaciones expresan relaciones entre
una funciéon desconocida y sus derivadas, lo que permite comprender y predecir
como cambia una cantidad en funcién de sus tasas de cambio.

Un ejemplo clasico de ecuacion diferencial es la ecuacién del crecimiento
exponencial. Supongamos que tenemos una poblacion de bacterias que se duplica
cada hora. Si denotamos la poblacién en un momento dado como P(t), donde "t" es
el tiempo; la ecuacion diferencial se escribe como dP/dt = kP, donde k es una
constante que representa la tasa de crecimiento. Esta ecuacion establece que la tasa
de cambio de la poblacion es proporcional a la poblaciéon actual. Resolver esta
ecuacion permite predecir la evolucion de la poblacion bacteriana en el tiempo.

Otro ejemplo comun es la ecuacion del movimiento arménico simple (MAS).
Supongamos que tenemos un objeto que oscila en un resorte. La posicion del objeto
en funcion del tiempo se puede describir mediante una ecuacion diferencial
d*x/dt* + kx = 0, donde x es la posicién y k es una constante relacionada con la
rigidez del resorte. Esta ecuacion establece que la aceleracion del objeto es
proporcional y opuesta a su posicion. Resolver esta ecuacion nos permite determinar
la posicion del objeto en cualquier momento dado.

Las ecuaciones diferenciales son herramientas esenciales en diversas disciplinas. En
fisica, describen el movimiento de particulas bajo la influencia de fuerzas, como la
ley de gravitaciéon universal. Para la ingenieria, son fundamentales en la
modelaciéon de la transferencia de calor en materiales y el comportamiento de
circuitos eléctricos. Asimismo, en biologia, se aplican para analizar el crecimiento
y la dinamica de poblaciones. La resolucion de ecuaciones diferenciales implica
encontrar una funcién que satisface la ecuacién dada. Esto puede lograrse mediante
métodos analiticos o numéricos, dependiendo de la complejidad de la ecuacion y del
problema especifico. Los métodos analiticos implican encontrar soluciones exactas
utilizando técnicas algebraicas y de calculo; mientras que los métodos numéricos se
basan en aproximaciones numéricas para obtener soluciones aproximadas.

En resumen, las ecuaciones diferenciales son herramientas matemaéticas esenciales
para describir el cambio y el comportamiento de diversas cantidades en funcion de
sus tasas de cambio. A través de ejemplos como el crecimiento exponencial y el
movimiento armonico simple, podemos apreciar como estas ecuaciones permiten
comprender y predecir fendémenos en una amplia gama de disciplinas cientificas y
tecnolbgicas.
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CAPITULO1

ECUACIONES DIFERENCIALES

Una ecuacion diferencial es una ecuacion matematica que relaciona una funcién
desconocida con una o méas de sus derivadas. En otras palabras, una ecuaciéon
diferencial establece una relacion entre una funcién y sus derivadas respecto a una o
mas variables independientes[1]. La ecuacion diferencial agrupa relaciones
independientes, variables, funciones desconocidas y derivadas de la funci6n.

Estas ecuaciones diferenciales se dividen en dos grupos:

Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO): son las que contienen una
variable independiente y sus derivadas. Utilizadas para modelar sistemas en
los que un cambio en la cantidad depende de una variable.

Ecuaciones diferenciales parciales (PDE): Estas ecuaciones involucran
dos o maés variables independientes y sus derivadas parciales, y se emplean
para representar fendmenos que dependen de multiples variables, como la
temperatura en tres dimensiones o la dindmica de fluidos.

Suponiendo que la ecuacion diferencial de forma general se expresa como una
funcion de orden f(x,y,y',y", ... ... .....y™) = 0, esta forma es muy comun en
matematicas, fisica, ingenieria y muchos otros campos. Se utilizan para
modelar una amplia variedad de sistemas dinamicos y fen6menos que
involucran tasas de cambio. Entonces la ecuacion diferencial de orden uno
tiene una funciéon de la forma f(x,y,y)=0 o y'=f(x,y,)[2], esta
expresion representa una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden,
donde y es la variable dependiente, x es la variable independiente, y’ es la
derivada de y con respecto a x, y f(x,y,) es una funcion que define la tasa de
cambio de y con respecto a x [3][4]. Por tanto, una ecuacién diferencial
ordinaria es una ecuacion diferencial que relaciona una funciéon desconocida
con sus derivadas ordinarias con respecto a una variable independiente unica

[5] [6] ejemplo:
y' +xy =senx
y' +2xy=7

A continuacion, se muestra un ejemplo de ecuaciones con derivadas parciales
que incluyen variables independientes y que involucran una o maés variables
desconocidas.
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1.1 Orden y grado de una ecuacion diferencial

1.1.1 Orden de una ecuacion diferencial

El orden de una ecuacién diferencial se refiere al orden méas alto de la derivada
presente en la ecuacién. En otras palabras, el orden de una ecuacién diferencial es el
nimero mas alto al que se aplica la derivada en la ecuacion [4].

Por ejemplo, considerando la siguiente ecuacion diferencial:

d’y _d’y dy
PrERIEP TR

., . d3 s . ,
En esta ecuacion, la derivada de tercer orden d—x}; es el término de derivada mas alto.

Por lo tanto, el orden de esta ecuacion diferencial es tercer orden.

1.1.2 Grado de una ecuacion diferencial

El grado de una ecuacion diferencial es el exponente mas alto al que se eleva la
derivada de mayor categoria en la ecuaciéon después de que se hayan realizado todas
las simplificaciones y reorganizaciones.

Por ejemplo, si se tiene la siguiente ecuacion diferencial.

(yvii)4 + yvill — " =

En esta ecuacion diferencial se considera que el maximo orden de esta ecuacion
diferencial que es 8 y la potencia a la que esta elevado este término que es 1, por lo
tanto, su grado es 1[4].

En la siguiente Tabla 1, se muestra informacion sobre diferentes ecuaciones
diferenciales en términos de sus derivadas, funciones involucradas y el tipo de
ecuacion segin su orden y grado.

14
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Tabla 1. Descripcion del orden y grado de una ecuacion diferencial

Primera | Segunda | Tercera | Funcion | Tipo de
derivada | derivada | derivada ecuacion
Yy oy =5 dy - - (2x)y | Primer orden y
dx
dx grado
% ty=3 dy - - y Primer orden y
dx grado
dZy d 2 _
d_x32’ +é +y dy d*y y Segundo orden y
~ 10 dx dx? primer grado
<dz_y)2 LY dy d?y\’ - 5y Segundo orden y
dx? dx dx (E) grado
+ 5 =n

Para analizar la comprension de los conceptos detallados en los parrafos anteriores
se revisara los siguientes ejemplos de ecuaciones diferenciales que ilustran la
clasificacion segun su orden y grado. Cada ejemplo destaca un caso particular en el
que el analisis de los términos derivados y su grado permite comprender la
complejidad de las soluciones necesarias y los métodos de resolucion adecuados.
Para cada ecuacion, se analizara el orden (determinado por la derivada de mayor
orden) y el grado (determinado por el exponente de esa derivada de mayor orden)
para entender mejor cobmo estos factores influyen en su tratamiento.

Ejercicio 1.1

d’y dby
e 2— nx =
77 + s + 3se 0

Identificar el orden:

. . a’ L
La derivada de mayor orden en esta ecuacion es d—xf, que corresponde al séptimo
orden.
Identificar el grado:

En este caso, todas las derivadas aparecen en forma explicita y sin potencias, lo que

indica que el grado de la derivada de mayor orden ( %) €es uno.

22 @y y=0 Orden dos, grado uno
dx? dx ’




M

x*(x? +yHdx+xydy =0 Orden uno, grado uno

G2+ ") +y =xt+x Orden tres, grado dos

1.2 Solucion General de la Ecuacion Diferencial Ordinaria

La solucién general de una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) representa el
conjunto completo de todas las soluciones posibles de la ecuacién. La forma de esta
solucion depende del tipo de EDO y de sus coeficientes. Una funcién f(x) se
considera solucién de una ecuacion diferencial dada, si al sustituir f(x) y sus
derivadas en la ecuacion esta se satisface de manera consistente.

Nota: Una relacion general de la forma 6 (x,y,c;) = 0 se considera una solucion
general de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en el dominio de la
solucioén I, si al sustituir y y y’en la ecuacion y' = f(x,y) se obtiene una identidad.
Esta identidad garantiza que la relacion propuesta incluye todas las soluciones
posibles dentro del intervalo considerado.

Una ecuacion diferencial con una solucién general, expresada en términos de 'x'e 'y,
se verifica como soluciéon dependiendo del procedimiento y del nimero de veces que
la ecuacion diferencial muestre su grado correspondiente. de esta manera realizando
las sustituciones correspondientes se pueda comprobar la identidad, por tanto, la
solucion general de la ecuacion general esta definida por la identidad. Este tipo de
procedimiento indica cuantas veces una funcion debe ser derivable.

Los siguientes ejemplos muestran una secuencia de derivadas para verificar una
solucion general particular.

Ejercicio 1.2.1

o e . .y o ey _ 1 . .y
Verificar si la ecuacién primitiva, y =ce™ +5e* es solucion de la ecuaciéon

diferencial, y’'+ 2y = e*. Para conseguir la solucion se debe derivar la ecuacion
diferencial primitiva cuantas veces indica el mayor grado de la ecuacién diferencial
, para este caso la ecuacién primitiva se debe derivar una sola vez, después,

sustituir en la ecuacion diferencial los valores de y’ e y
Soluci6n:

Se deriva y:

=) by ()
y—Cdxe xe



Se reemplaza y’ en la EDO y se obtiene:

1 1
—ce ¥ + gex + 2 (ce‘x + §ex) =e*

ce ™ +e¥ =¢e*

Evaluando la solucién se puede observar que No es una solucion porque no tiene
identidad.

Ejercicio 1.2.2

. g . e ey _ 1 .2
Verificar que la ecuacién primitiva y = ce™?* +5e" es solucion general de la

ecuacion diferencial ordinaria y' + 2y = e*

Se deriva y :
I d ( —Zx) + 1d X
y=c dx ¢ 3dx ¢
y' = ce‘in (—2x) + lex
dx 3
1
y'=—2ce ™ +—¢*
3
Se reemplaza y’ en la EDO y se obtiene:

1 1
—2ce % + gex +2 (ce‘zx + §ex> = e*

1 1
—2ce % 4+ §ex +2 (ce‘zx + §ex) = e¥



1 1
—2ee % +§ex +2ce ¥ 4+ 2 3ex = e*

= e~

Como la expresion final representa una identidad, esta condicién es soluciéon de la
ecuacion diferencial.

Ejercicio 1.2.3

Resuelva la ecuacion diferencial de segundo orden y” — 4y’ = 0 .Encuentre la
solucion de la ecuacion diferencial que satisface la condicion.

y = e?*(c; cos 2x + c,sen 2x)

Se deriva y :

d d
I 2x 2x
y' =e Tx (cicos2x) + T (cysen 2x)] + [c;c052x + c,sen2x] Tx (e“®)

y' = e?*(—c sen 2x.2 + c,c082x.2) + (¢q cos 2x + c,sen 2x)2e?*

y' = —2e?*(c,sen 2x — ¢, cos 2x) + 2y
Se deriva y' :

y" = —4e?*(c,cos 2x + ¢y sen 2x) + 2(2¢c;sen2x — 2c, cos 2x)e* + 2y’
y' =4y + 2y' —4y) + 2y’
4y' —4y' =0

0=0
Esta condicidén representa la solucion de la ecuacion diferencial correspondiente.

La solucidn verifica que, y es la soluciéon general de la ecuacién diferencial ordinaria
dada, obteniendo una identidad. Estos ejemplos se han desarrollado con el proposito
de ejemplificar la matematica aplicada a los teoremas del calculo diferencial
utilizando la estructura de una ecuacion diferencial ordinaria.
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1.3 Aplicaciones de las EDO en Ingenieria
Ejercicio 1.3.1

Problema: Perfil Aerodinamico Optimizado

En el disefio de un nuevo perfil alar para una aeronave de alta eficiencia, se requiere
determinar una curva que pase por el punto (1, 3) de modo que el coeficiente angular
de la tangente en cualquier punto de la curva sea igual a la mitad de la ordenada del
mismo punto, disminuida en una unidad. Esta relacion se utiliza para optimizar la
distribucién de presiones a lo largo del perfil alar. Formule la ecuacion diferencial
que describe esta curva y resuélvala.

Solucidn:

El coeficiente angular de la tangente en cualquier punto de la curva esta dado por

d , . o
ﬁ, Segun las condiciones del problema, se pude escribir:

dy 1
- Gy —1

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden. Para resolverla, se usa el método
de variables separables:

d
b
Gy - D
Integrando ambos lados:
dy
1] ———— = [ dx
(Qy - D

1
2ln|(§)y -1 =x+C

Despejando y:

y = 2(6((X+C)/2) + 1)
Para determinar la constante C, se usa la condicién inicial (1, 3):

3 = 2(9((x+c)/2) + 1)
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o0y — L

2

(1-;6) =ln(1)

1
C = 2inG) - 1

Sustituyendo este valor de C, en la ecuacién general:

y = 2(e(@+2n(1/2)-1/2) 4 1)

Esta ecuacion representa la curva del perfil alar optimizado que satisface las
condiciones dadas.

Ejercicio 1.3.2

Problema: Trayectoria de Minima Resistencia para un Vehiculo
Auténomo

En el diseno de la trayectoria para un vehiculo autbnomo se busca una curva que
pase por el punto (-1, 1) de manera que esta trayectoria en cualquier punto sea
proporcional a la distancia de ese punto al eje y. La constante de proporcionalidad
es 2. Esta relacion se utiliza para minimizar la resistencia del aire durante el
movimiento del vehiculo.

Determine la ecuacion diferencial que describe esta curva y resuélvala.
Solucion:
La curvatura en coordenadas cartesianas esta dada por:
K=/ A+ 0D
Segtn las condiciones del problema:
'/ @+ DD = 2|x|

Asumiendo que y" es positiva (la curva es concava hacia arriba), se puede escribir
que:
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y" = 2x| (1 + (y)HE/?

Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden no lineal. Debido a su
complejidad se resuelve para x > 0 y se extiende la soluciéon para x < 0 por
simetria.

Parax > 0:
y' = 2x(1 + (HHE?
Se realiza la sustituciéon p = y’, entonces y"' = dp/dx:
dp/dx = 2x(1 + p?)G/?
Separando variables:

dp/ (1 + p?H)C®/D = 2x dx
Al integrar ambos lados y aplicar la sustitucion trigonométrica, se obtiene
p = tanf
dp = sec?0do

Sustituyendo en la ecuacion original:

sec?0do /(1 + tan?0)G/2) = 2x dx

Simplificando, recordando que 1 + tan? 8 = sec? 9 :

sec? 6 db / (sec? 0)C/2 = 2x dx

df /sec = 2xdx
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Integrando ambos lados:

[ do/secd = [ 2xdx
sin = x? + C
Revirtiendo la sustitucién, recordando que sin6 = p/ m:
p/JA +p?) =2 +C

~1/JA +p?) = x>+ C

Despejando p:

p=y =+/((1/(x2 + 0)?) — 1)

El signo negativo permite satisfacer la condicion inicial. Integrando nuevamente se
obtiene:

y=—JJ((1/@*+0)?) - Ddx + D

Esta integral representa la ecuacion de la curva buscada. Las constantes C y D se
pueden determinar usando la condicion inicial (—1, 1) y la simetria de la curva.

Ejercicio 1.3.3

Hallar la curva para la cual el area R, limitada por la curva, el eje 0X y las dos
ordenadas x = 0,x = x, seauna funcion dada deY.

R = b3arctan(%)

Para este ejemplo utilizaremos Wolfram (Lenguaje Mathematica) para resolucion
de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden (EDO)
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Para trabajar ecuaciones diferenciales en el programa Wolfram se considera las
variables de dependencia simple de una o mas variables dependientes.

DSolve permite resolver un sistema de ecuaciones de diferentes tipos, sean lineales
o de varias incognitas.

DSolve => encuentra soluciones simbolicas
Sintaxis en Wolfram

DSolve [ecuacion, y[x], X]

DSolve[y'[x] == 2x, y[x], x]

{y[x] - x* + (13}

DSolve[y'[x] == 2x"3, y[x], x]

4
] -»>+C}
P 3y+6
y x+1

DSolve[y'[x] == 3yl + 5

,y[x], x]
x+1

5
(O] > -3+ +0° 1)

3.- y’=3x+ 5y

DSolve[y'[x] == 3x + 5y[x],y, x]

Eyz
Yiy) =1 +3xy+ ?

23
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4.-y’=Sen+Cosy
DSolve[y'[x] == Senx + Cosy[ya,y[x],x]

Senx
Cos

+ eCosx 1}

{lx] - -

Para determinar los puntos de equilibrio de:

dx

i x(5—x—3y)
dy
L= v(2 = 2x —
7 Y@ —2x—y)
5 = 3y+5
x+1
DSol . 3y[x]+5
olve[y'[x] = = ———,y[x],x]

{{y[x] - 3x + 2x% + ¢, }}
En la Figura 1, se presenta el resultado obtenido en el Wolfram Mathematica

Figura 1. Resultados obtenidos de la ecuacion diferencial por Wolfram (lenguaje
Mathematica)

[ sinthulo-1 * - Wolfram Mathematica 120 - 0 X

Archivo Edicion [nsertar Formato Celda Graficos Evaluacion Paletas Ventana Ayuda

i £y ] 22 X (5+X=34y) ‘ A
Bl )] iz ya(2-3ux-));

i17]= pontoseq = NSolve [ {f[x,y] =, glx, y] =0}, {x, y}] }

|resolvedor numerico

0uffTe [1X45,,y0.], (x40, y42.], x40.125,y 41,65, [x+8.,y+8.]] ]

24



Ejercicios Propuestos seccion 1.

Resolver los siguientes ejercicios:

2 2

1.-y = 2x Resp.: y(x) = 2i+c
2.-y = 3xy Resp: y(x) = Cleg"2
3.-y = 5x%y Resp: y(x) = Cye3*
) 2 4x3
4-y =4x°+2 Resp: y(x) =T+2x+c

4 3 2
5-y' =3x* +2x*+5x+1  Resp: y(x)=3%+%+5%+x+c

4
6.-y' =2x*+3 Resp:y(x)=%+3x +c+
x3

7~y = (x?+ 1)y Resp: y(x) = e3e* + ¢
8-y = (x+1)* Resp:y(x)=§3+ x’4+x+c
9.-y' = senx + cosx Resp: y(X) = cosx — senx + ¢

; __ x+1 . _x E _
10.-y' = —— Rep.: y(x) = S+ log(2x—1) +c

11.-y = x2 V1 — x2 Rep.:y(x)=%sen‘1x—é\/1— x%x + i\/l — x2x3+¢
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1.3 Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Las ecuaciones diferenciales de primer orden se pueden expresar de varias formas,

dependiendo de su tipo Z—i’ = f(x,y); una funcién del tipo y = u(x,c) considerada

. s . 1 d .,
como solucion general de la ecuacion diferencial é = f(x,y) donde y es la funciéon

desconocida y f(x,y) es una funciéon dada que describe la relacion entre "x"y "y", la
. , d . . . . .
derivada y’ = é. Las ecuaciones diferenciales de primer orden son ecuaciones que

relacionan una funcién desconocida con sus derivadas de primer orden[10] [11].

Existen diversos métodos para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden. La
eleccion del método adecuado depende de la forma especifica de la ecuacion y de las
propiedades que ésta posea. Algunos de los métodos més comunes incluyen:

e Ecuaciones separables: Se aplican cuando los términos que involucran la
variable dependiente y su derivada pueden separarse en lados opuestos de la
ecuacion.

e Ecuaciones lineales: Estas tienen la forma estindar y' + P(x)y = Q(x) y
pueden resolverse usando un factor integrante.

e FEcuaciones exactas: Se emplean cuando la ecuacion puede expresarse en
términos diferenciales exactos, es decir cuando existe una funciéon potencial
F(x,y) tal que dF = 0.

e Ecuaciones homogéneas: Se utilizan si la ecuacion es homogénea, lo que
permite realizar un cambio de variables para simplificarla.

e Meétodos especiales (como Bernoulli o Riccati): Son ttiles para ecuaciones que
poseen estructuras especificas.

Ecuaciones diferenciales resueltas por el método de variables
separables

En primer lugar, si se tiene una ecuacion diferencial del tipo M(x,y)dx +
N(x,y)dy =0 (A) es de variables separables si las funciones M y N se pueden

expresar como producto de dos funciones que contienen "x" y "y", tal como se
muestra en el sistema siguiente [8].

M(x,y) = g1(x)h,(y) @
N(x,y) = g2(x)h,(y)
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Remplazando (1) en (A) se obtiene:
91()hy(y) dx + g;(x)h,(y)dy =0 (2)

La expresion (2) se divide para h,(y) g,(x) y se obtiene la ecuacion resultante:

ACPNLAC)

@ T oy Y0

gx)dx+h(y)dy=0 (3)

Se obtiene la ecuacion diferencial (3) estas funciones estan en funcion de "y" y
respectivamente[12].

Solucidn:

1. Setransforma M y N en un producto de dos funciones que contienen "x"y "y
separandolas en dos factores, donde un factor contenga solo la variable y;

mientras el otro factor solo la variable x.

2. Para obtener una expresiéon en términos de "x" y "y" en una ecuacion
correspondiente en g(x) dx e h(y) dy, es comun dividir para los factores

ordenadosde M y N

3. Seintegra ambos lados y se resuelve

Ejercicio 1.3
Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(xy* —x)dx+ (yx* —y)dy =0 (A)

Mdx + Ndy =0
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Es indiscutible que si la derivada de una constante es cero, se puede aplicar la
d(c)

siguiente ecuacién: —

M= xy* —x=x(y*-1)

N=yx*—y=yx*-1) @

(A) se divide por (y? — 1) (x? — 1):
x(y2—1)dx+y(x*—1)dy=0 (A)

xdx y

+
x2-1  y2-1

1 2xdx 1 ( 2yd
—f +—f yy:fdc
2) x*—-1 2)y?-1

dy=0 (2)

Integrando se tiene:

In|x? — 1|]y? — 1| = 2Inc

/l/ﬁlxz —1]ly* - 1| = lnt?

-DO*-1 =k

Si se considera que y' = Z—z y logrando despejar los diferenciales se consigue la

separacion de las variables "x"y "y" con su respectivo diferencial, es decir dx con la
variable x y dy con la variable y.
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Ejercicio 1.3.1
Resolver la ecuacion diferencial
e?Y1+yH)=1
e Y+e Yy =1
e Ydx +eYdy = 1dx
e Vdx —dx =—eVdy

e Vdy=(1—-eY)dx

e Ydy

1_e_y—dx

la derivada:

d(l—eV)=e7

Entonces se integra aplicando la formula:

d[f (x)]
f(x)

= In|f(x)|

e Ydy
fl_e_y—fdx+c

Inlt —e?|=x+In.c



1—e™ =ce*
Ejercicio 1.3.2
Encontrar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial

x(y2 =2y +2)dx+y(x*+2x+1)dy=0 (A)

xdx ydy

2 + 2 -
x“+2x+1 ye—2x+2

xdx + yay —
(x+1)2  yZ2-2x+1+1

xdx ydy _
(x+1)2  (y-1)2+1

(B)

Cuando no se dispone de una férmula de integracion directa, se aplican
sustituciones estratégicas para transformar la expresion en una forma
integrable.

(C) u=x+1 x=u—1 dx = du Efectuando un

cambio de variables

v=y—1 y=v+1 dy =dv
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u—ld N v+1
uz vZ+1

Se reemplaza (C) en (B) y se tiene:

dv=0

du du vdv dv

— + +
u uz v2+1 v2+1

jdu J_zd +1j2vdv+J v
u v vr 21 ©

In|ul —_—1+§ln|v2 + 1| + arctanv = Inc

=0

1

v2+1\2
u
c

In = — (% + arc tan v)

u(vz + 1)% — Ce—(%+arctanv)

Realizando el remplazo de las variables primitivas se tiene:

L+arctfan(y— 1)

x+1DO*—-2y+ 2)% = ce_<erl )
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Ejercicios Propuestos de la Secciéon 1.3
Resolver los siguientes ejercicios

c
x2-1

1.- 2xy)dx + (x?-1)dy =0 Resp: y(x) =

x2
+
1-2x

2.- 2xy + y?)dx + (x? +2xy -y) dy =0 Resp: y(x) =

i 2x—-1 |(2x-1)(1—-2x)
1-2x 2x-1

2x-1

3.- Bxy + 2y?2)dx +(x? + 4xy — y?)dy =0 Resp: y (x) = Ce

4- (" (y?*+ 1) dx+ (2y(x? —6))dy =0 Resp: y(x) = Cel x5 &

(XY . — 2
5 dx = To2 Resp: y(x) = CVI+x?
6.-Z—Z =y cosx Resp: y(x) = Ce®™
_dy xeY . L
7 ax = 1o Resp: y(x) = —e™ =
ZIn|1 + x?|
Yy _y X ) _v: _ 2
dx  x +y Resp: y(x) = Sy In|x| = -~ +
C
d
9.- ﬁ =3y(1-y) Resp: y(x) = 13—/_3/ = Ce3%
! 1
10.-y" = senx y* Resp: y(x) = Cos(x)—C
, y 1 1
-y =3tz Resp:  y(x) = kxe ~
Q_5x6—2x+1 . _ y _5.7 .2
12 = senG+er Resp: y(x) = —Cosy +e” =>x7 —x* +x +

C
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1.4 Transformacion de una ecuacion de variables no
separables

Una ecuacion del tipo Z—Z = f(ax + by + c) (A), donde: a, b, ¢ R se convierte en
una ecuacién de variables separables si se sustituye la ecuacion lineal por u = ax +
by + c (B), derivando con respecto a x [13].

du

du _ dy v _
dx_a+bdx dx b (C)

Se reemplaza (B) y (C) en (A):

du
——a

“—=fw
du

dx = bf(u)+a

Integrando esta expresion se tiene:

du
X = fbf(u)+a

Sustituyendo u tenemos la solucion general.
Ejercicio 1.4.1

&y x—2y+1 (A)

dx

En este caso, no es posible separar dy y dx de manera que cada uno quede expresado
exclusivamente en términos de "x" y "y" respectivamente. Por lo tanto, la ecuacion
no pertenece a la categoria de ecuaciones de variables separables. Por ejemplo, al
intentar separar los términos de la ecuacion dy = xdx — 2ydx + dx, se observa que

no es factible asignar un diferencial a su respectiva variable.

Cuando una ecuacion diferencial tiene esta forma, es necesario transformarla en una
ecuacion de variables separables mediante una sustitucion adecuada. Este enfoque
permite simplificar la estructura de la ecuacién y facilita su resolucion.

u=x—-—2y+1 (1)
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du d
M_1-_2%
dx dx

Derivando con respecto a x:

dy

Despejando - se obtiene:

w=i(1-3) ®

dx

También se puede despejar y de (1) y derivar con respectoa "x"y "y

_x—u+1

Se reemplaza (1) y (B) en (A) y se tiene:

2 dx
o = du
= dx
du_1 )
dx
du = dx
1-2u

Integrando:

sy,

—Elnll —2u| =x+Inc

—In|1 — 2u| = 2x + 2Inc

In|1 —2u| = —2x + 2Inc



= —2x

1—2u|

Remplazando u = x — 2y + 1 se obtiene:

1-2x+4y—2=ce ™

Por tanto:

1+ 2x 4 ce™%*
y = 4

Ejercicio 1.4.2

Dada la ecuacion diferencial, encontrar su soluciéon

’ +

y =2 @

u=x+y (B)
Despejando y :

y=u-—x

Derivando en funcion de x:

d du

— == —1(0



Reemplazando (B) y (C) en (A):

du _u
dx Tu—-1
du u 41
dx u-—1

Integrando y separando las variables:

(u—1Ddu
f 2u—1

Para poder efectuar la integral se aplica el algoritmo de la division:

1

u—-1 1 5

u—1 2u—1 - == ——2
2u-1 2 2u-1

Se integra las fracciones obtenidas:

[G-3 mo=g)tu=] 4
222u—1 u=Jaex

[3ou-5 [zes=]4
272 ) u—1 x

1fd 11 j‘d(Zu—l) fd+
) u . w1 X c
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1
—u—-=In2u—-1|=x+ Inc

4

2u —In |2u — 1| = 4x + Inc

In|2u — 1| + Inc = 2u — 4x

cu—1) = e?u %

Regresando a las variables primitivas se tiene

Ejercicio 1.4.3

c(2x +2y—1) =e?y72%

Dada la ecuacion diferencial, encontrar su solucion:

Se deriva la expresion:

Despejando se obtiene:

dy—z +3y+1
dx XY

u=2x+3y+1

L
dx — dx
dy_ 1/du 2)
dx_S(dx
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du 5 3
dx -

Luego a esta expresion se la reduce a variables separables:

du_3 +2
dx v

f du _fd N
3u+2 xre

Para resolver la integral en el primer miembro de la igualdad se cambia de variable,
luego se deriva en funcién de la nueva variable y se reemplaza en la integral.

z=3u + 2
dz = 3du
Despejando se tiene:
Ju = dz
YT
1(dz _ N
3)z7 *7°
gan=x+c

Remplazando el valorde z = 3u + 2:

1
§ln(3u+2)=x+c

u=2x+3y+1
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Regresando a las variables primitivas se obtiene:
1
§ln(3(2x +3y+1)+2)=x+c

In[6x +9y +5]=3x+¢
6x + 9y + 5 = e3¥t¢
6x + 9y + 5 = e3¥e€

6x +9y +5=Ke3*
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Ejercicio 1.4.4
Dada la ecuacion, encontrar la solucion

dx x-—y

dy x+y

En este ejercicio, la resolucion de ecuaciones diferenciales de variables no separables
se abordara con el apoyo de Wolfram (Lenguaje Mathematica), una
herramienta potente para este tipo de calculos.

Para resolver ecuaciones diferenciales se debe definir la ecuacion:

dx x-—y

dy x+y
Sintaxis en Wolfram

Definir la ecuacion diferencial original
eq = D[y[x], x] == (x + y[x])/(x - y[x]);

Realizar la sustitucion y = v*x, donde v es una funcion de x
eqSub =eq /. y[x] -> v[x]*x /. D[y[x], x] -> v[x] + x*D[v[x], x];

Simplificar la ecuacion resultante
simplifiedEq = Simplify[eqSub];

Resolver la ecuacion diferencial simplificada
sol = DSolve[simplifiedEq, v[x], x]

Recuperar y[x] a partir de la solucion para v[x]
ySol = y[x] /. {y[x] => v[x]*x} /. sol

En la Figura 2, se presenta el resultado obtenido en el Woélfram Mathematica
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Figura 2. Resultados obtenidos de la ecuacion diferencial por Woélfram (lenguaje
Mathematica)

% WOLFRAM MATHEMATICA Plan:Trial m Documentation
"x" (unnamed) J File Edit Format Insert Evaluation View Help Share
ifil= (# Definir la ecuacidn diferencial original

eq = Dly[x], x] == (x + y[x])/(x - y[x]);

eqSub = eq /. y[x] & v[x]*x /. D[y[x], x] - v[x] + x*D[v[x], x]}

simplifiedEq = 5implify[eqSub];

sol = DSolve[simplifiedEq, v[x], x]

(# Recuperar x] a partir de la solucidn para v[x]

ySol = y[x] /. {y[x] = v[x] #x} /. sol
1

Outfd]= {{v[x] - InverseFuncti Dn[—ArcTan[nl]+—Log[l+t¥12] &][cl—ch[x]]}}
2

1 \
Out[s]= {x InverseFunctw’on[—ArcTan[ﬂl] +; Log[1+H1%) &][Cl—LDg[X] ]}

41



Ejercicios propuestos 1.4
dy _
L-——= 3x+y
2.- 2y —xy' =2(1+ 2x?)
3.- (Inx + y*)dx — 2xydy = 0
4.-2xy*(y" + x) = x?
log (2y(x) ++2))
5.—(x +y2)dx + 2xydy = 0

d -Xx
6.-2L= 2%

dx y+x

M

Resp: y(x) =3x+y + 3 = Ke*

Resp: y(x) = cx? — 4x*logx + 1

Resp: y(x) = x/cx —logx — 1

Resp:c; — xTZ = (4y(x) +V21log(V2 —2y(x) —

Resp: 2x% + 2xy* = C

Resp: %ln(x2 + y% — In|x| + arctan (%) +
In(x) =C

Yy
Resp:ex + In|x| = C

Resp: 2 arctang (M) - élnlyz +2xy+2x*|=C=

X
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1.5 Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Una ecuacion diferencial homogénea se define como una ecuacion en la cual todos
los términos estdn formados exclusivamente por la variable dependiente y sus
derivadas, sin la presencia de términos independientes de la variable dependiente.
Formalmente, una ecuacién diferencial homogénea puede representarse de la
siguiente manera [13]:

F(x,y,y,y",...,y™) =0

Donde y = y(x) representa la funciéon desconocida, y’ es la primera derivada de y
con respecto a x,y" representa la funcion desconocida. F es una funcion que
combina estas variables y sus derivadas[8] [14 - 16]

La caracteristica distintiva de una ecuacion diferencial homogénea es que todos los
términos de la ecuacion se pueden combinar de manera que la ecuacion se vuelve
igual a cero. Esto significa que si y(x) es una solucion de la ecuacion, entonces un
constante multiplo de y(x) también sera una solucion.

Para resolver una ecuacion diferencial homogénea, generalmente se utiliza el
método de sustitucion y = vx donde v es una nueva variable. Esto permite
transformar la ecuacion en una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden
reducido [13].

Ejercicio 1.5.0
F(x,y) = x*y* - y°x

Para comprobar si la ecuacion diferencial es homogénea utilizo F(ax,ay), esto

significa que a cada variable le corresponde un «

F(ax,ay) = a’x?a?y? — a3y3ax

F(ax, ay) = a*x?y? — a*y3x
F(ax,ay) = a*(x*y* — y%x)

Como se puede observar al pasar de F(ax,ay) a a™F(x,y) es de grado cuatro.
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En la Figura 3 se presenta la familia de soluciones de la muestra.

0,05 | /000 ¥

0,00

X o I c
005 0,05

Figura 3. Familia de soluciones de la ecuacion diferencial

Ejercicio 1.5.1
Resuelva la ecuacion.

xz_yz
Fen =y

a’x? — a2y2

F(ax,ay) = 7 —gZy? a2y’
a?(x? — y?)

F(ax, ay) = ——— =
(ax, ay) 2 y7)

F(ax,ay) = a® (xz_yz)

x2+y2

Es una ecuacion homogénea de grado cero

y' === (A)

x2+y2

44
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Como F(x,y) es de grado cero entonces, la ecuacion diferencial es homogénea, por

lo tanto, se puede transformar a una ecuacion de la forma y’' =9 (i)

Se divide (A) para x2:

G
Se realiza el siguiente reemplazo u = % y se realiza la derivada de la expresion:
y =ux
dy
U+ X
,  ut—1
Y =T
Al igualar las dos expresiones se obtiene
N du u? -1
U+x—=—
dx u?+1

(w?+1Ddu  dx

T wWtu+tu-—-1  «x

wHut+u—1 x

_f (w?+1du  dx

(u? + 1)du
lnlxl:_fu3+u2+u—1
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Resolviendo la integral mediante Wolfram Mathematica el valor obtenido es:
Inlx| = -njud+u?>+u—1|+C

Sustituyendo esta expresion a las variables primitivas se obtiene:

2

mlxl = - |(2) + ()

+X—1|+lnc
X X

En la Figura 4 se presenta la grafica de la ecuacién en 3D en el programa Wolfram
Alpha

Figura 4. Familia de soluciones de la muestra en 3D en el programa
Woélfram Alpha

Dominio [(x,y)eR? :x 2 + y? > 0]

Rango [fe Ri—1 < F <1]



Ejercicio 1.5.2

- X2 +y?
y = X—y
Como:
x%+y?
F(x,y) =
-y
a?(x? + y?)
F , =
(ax, ay) 2+ y)
. x%+y?
F(ax,ay) = a( pe )

F(ax, ay) es de grado uno, lo que implica que la funcién F(x,y) también es de
2+y2

grado uno. Sin embargo la ecuacién diferencial y' =~ no es homogénea ya

que para ser homogenia todos los términos en el numerador y denominador deben
ser del mismo grado.

Toda ecuacion diferencial homogénea es de forma y' = 9 (%)

1 : , . y
Una ecuacion diferencial homogénea debe resolverse mediante el remplazo de ~ por

, . ., X
U 6 cualquier letra; también puede hacerse un remplazo de 5 hasta obtener una

ecuacion diferencial de variables separables.

La Figura 5 representa la grafica de la ecuacién en 3D programa Wolfram Alpha



Figura 5. Familia de soluciones de la muestra en 3D en el programa

Woélfram Alpha
Dominio R?
Rango {z € R:z > 0}
Ejercicio 1.5.3
Resuelva
XY
Y Xty
1-Y
y' = ¥ A)

Realizo el reemplazo de % por uy derivo la expresion resultante:

_Y
u== (1D

ux =y

[as L



Y urx P n

T ®
Reemplazando (1) y (B) en (A):

4 du_l—u

u xdx_1+u

du_l—Zu—u2
xdx_ 14+u

(1+wdu _dx

1—2u—u?® «x

(u+)du _ dx

uz+2u-1  x
Integrando:
1 Qu+2)du dx
—— | S>——=|—+c
2) u?+2u-1 X

1
—ilnlu2 +2u—1|=In+c

Inju? +2u—1| = -2lnx +c¢

(Ju? + 2u — 1]) = ix~2c
y: o x
(—2+2——1)(x2) =c
X y

y2+2xy—x*=c
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1.6 Modelos Matematicos aplicados a Ecuaciones
Diferenciales Homogéneas

Ejemplo 1.6.1 Curva con Raz6n Constante

Hallar la curva y = f(x) tal que la razon del segmento interceptado por la tangente
en el eje y al radio vector desde el origen sea una constante k.

La pendiente de la tangente en un punto (x, f (x))es f'(x).

La ecuacion de la tangente es:

y=fx) = f)x = x,)

Interseccion con el eje y (donde x = 0) en :

y=f{)—f(x)x

La intersecciéon eny es f(0) — f'(x)x

El radio vector desde el origen es:

La razon entre el segmento interceptado y el radio vector debe ser constante:

) = f'@x _
VX% + f(x)?

k

Simplificar y resolver:

fQO) = f'()x = ky/x? + f(x)?

Al elevar al cuadrado y reorganizar se obtiene una ecuacion diferencial.
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f(0) — kyx? + f(x)?
X

f'e) =

PO k\/;cz ()

dy  f(0) = ky/xT+y?

dx X

Sugerencia y = ux, dy = udx + xdu yparaun f(0) =a, a> 0

La curva resultante es:
y=kx+C
1.6.2 Ejercicio para desarrollar:

Hallar la curva para la cual la razén del segmento interceptado por la tangente en el
eje 0 Y, el radio vector es una cantidad constante.
1

R . =1k 1-¢c _ _
esp:y ) y kx

1+c

1.7 Ecuacion de la forma y’' = f(ax + by + ¢)

Una ecuacion del tipo y' = f(ax+ by +c) que es la misma expresion en la
transformacion de una ecuaciéon de variables no separables a una ecuacion de
variables separables (también se denomina ecuacion lineal)

Se trata de obtener una ecuacién de variables separables.
y'=flax+by+c) (A)
Reemplazando la expresion (ax + by + ¢) por se u obtiene:

u=ax+by+c (B)



Derivando (B) con respecto con x :

Se reemplaza (B) y (C) en (A):

1/d
(g —9) =1
d
——a=bfw
du
azbf(u)+a

Integrando se obtiene:

du
fdx - fbf(u)+a

du .
X = fbf(u)+a + ¢ > Solucion General

Ejercicio 1.7.0
Resuelva

y = (A)

T 2x—y+1



M

Sea:

u=2x—y+1 (B)

y=2x—-u+1

Se deriva (B):

y'=2-2 (C)

Se reemplaza (B) y (C) en (A):

1_ du
u dx
du_ 1
dx u
du_2u—1
dx_ u
udu — dx (D
u—1_ 9 (D)

Esta expresion (D) es de variables separables como el primer miembro no podemos
integrar se realiza un nuevo remplazo para obtener una férmula poder integrar.

2u—1=z

_Z+1
2

(1

u

Derivando se obtiene:

1
du = EdZ (2)
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Se sustituye (1) y (2) en (D):

1 1
7(Z+ 1)7dZ _

£ 2  —dx
z+1

2(%57) -1

1

Z(z+1)dz
— =dx

VA

zdz + dz
Tzéldx

dz
.]-dz+f—= f4dx
z
z+In|z| =4x+c
z
In-=4x—z
c
2u—1=¢c¢ e4x—2u+1
2(296 —y+ 1) —1=c¢ e4x—2(2x—y+1)+1
4x — 2y 42 — 1 = ¢ e¥—4x+2y-2+1
4x —2y+1=ce? 1 [/

Ejercicio 1.7.1

, 2
y' =—=2 (A)

T 3x2-y2
La ecuacion es homogénea, similar grado numerador y denominador

Se aplica el cambio de variable:

R I



M

y=ux (B

" du
Y =u+x_— ((8))

Se reemplaza (B) y (C) en (A):

Se divide por x? y se obtiene:

N du_ 2u
u xdx_3—u2

du_ 2u
xdx_3—u2 u

du_2u—3u+u3
Yax T 3-w?

xdu_u3—u
dx 3 —u?

3 —u? dx
du = —
ud —u
dx 3 —u?
— = du
x usd —u

3 —u?
In|x| = J du

ud —u

Como la integral obtenida no es posible resolver con integracion inmediata,
transformo en fracciones parciales:

u? -3 A B C
— =—t+—
uu+DDwu-1) u u+1 u-1




M

_AuZ—A+Bu2—Bu+Cu2+Cu
B u(u+ 1) —1)

_(A+B+0Ou*-(A)+(C-Bu
B u(u+ D(u—-1)

(1) + (2) y reemplazo el valor de A

+C
1=A4+4+2C
1=3+4+2C
3 Cc =-1
0=-1-B
B=-1
u®—3
lnlxlz—f 3 du
ud —u
== et
i u u+1 u-1 u
= [y
nixt= u u+1l u-1 u
In |x| = 3d+fdu+jdu
nx= u u u+1 u—1
In |x| = Bj‘du+fdu+fdu
nixk= u u+1 u—1
In|x|=-3n|ul+nlu+1|+In|lu—1|+Inc
muP-mu+Duw—-1)=-In|x|+Inc

Injul® + Inx —In(u + 1)(u — 1) = In|c|

udx

NarDu-n "™
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Eliminando logaritmos se obtiene:

udx B
w+Du-1 ¢

Como u = % y regresando a las variables primitivas la expresion queda:

y3 =c (y? —x?) - Solucidn de la ecuacion diferencial

Ejercicio 1.7.2

(x% — xy)dx — y?dy = 0 (A)

La ecuacion que se presenta a continuacion es una ecuaciéon homogénea, se remplaza
la expresion:

Dividiendo para x? se tiene:



dy du
a =u-+x d_
Cabe destacar que:
1—u—u? dy =0
El reemplazo de y= dx
ux o x = uy se lo hace de y
acuerdo con la complejidad (1-w)—u* (u tXx a> =0
del término.
1—u—ud—w2x %=
dx

Al realizar el producto la expresion nos presenta de la siguiente forma:

du
1—u—ud=xu®—
u—u xu I

. . . dx .
Dejando la expresion en funciéon — se obtiene:

dx u?du

x 1—-u-—-u3

Por ejemplo, se utilizard x = uy cuando la estructura de M (x,y) sea més simple.

x . dx
Que pasa reemplazando u = 52 ©s decir >

dx = udy + ydu
x=uy (B)
dx =udy +ydu (C)
Se reemplaza (B)y (C) en (A):

(u?y? —uy?) (udy + ydu) — y*dy = 0
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uddy — u?dy + u?ydu — yudu —dy = 0
w?—u?—-1Ddy+uy(u—1du=0

Se divide por (u® —u? — 1)y para obtener:

W?—u?-1Ddy uy@u-1du _ 0
wd—u2—-1)y @-uz2-1)y

Simplificando la expresidon dada se obtiene:

dy u?—u
7 —u3_u2_1du—0

d 1/ 3u?-3u
y (—)du=0

7+§ ud —u? -2
fdy+1 f 3u? — 2u p 1 f u du =0
y 3 Jud-u2-1 Y73 wouz—1 M7
n Iyl += In | —u? — 2] — = . du=0
n |yl 3 n u’—u | 3 | oo =
n yl 42 1 (x)3 <x>2 o f Y du=o0
niTgm y y 3 wouz—1 M7

Es posible que no haya una soluciéon elemental para esta integral y que sea necesario
recurrir a métodos numéricos para aproximar el valor de la integral. El valor
obtenido mediante Woélfram Mathematica es:

1 1
§ln|u— 1] —§ln|u2 +u+1|+C

Donde C es una constante de integracion. Regresando a las variables primitivas se

(§)2+(§)+1‘+c

Después, la solucion de la ecuacion diferencial es la siguiente:

obtiene

1l |x 1‘ 1l
37y 3"



Figura 6. Familia de soluciones para la ecuacidon proporcionada por Wolfram
Alpha.

60



Ejercicios Propuestos 1.7
1.-x%2dx + y*dy =0

2.(x— y)dx —ydy =0

logx
3.- (x?2 + y)dx — 2ydy = 0

4.- (x2+y)dx —2ydy =0

M

Resp: y(x) = Vc+«3
Resp: y(x) = 1—10 ((5 + V/5) log (_Zy;x) +

\/§+1)— (\/g—S)log(zyT(x)+ \/g—l))=c —

2
Resp: ;C—y—y+%ln|x| =24+¢

61
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1.8 Ecuaciones Diferenciales que pueden convertirse en
Homogéneas

a1+b1y+c1

Una ecuacion diferencial del tipo y' = F ( ) (A); a,b,c e Rque no cumple

a;x+byy+c,
las condiciones de una ecuacién homogénea por sus términos independientes, puede
convertirse en homogénea bajo el siguiente criterio [11], [17], [18].

Si suponemos que la recta l;, representa a la ecuacion a;x + b;y+¢;, =0 y [,
representa la ecuacion a,x + b,y + ¢, =0

Rectas no paralelas

CASO UNO: Si las rectas no pasan por el origen, es decir si l; y [, no son paralelos

y
Y L,

\ (X0, Yo)

0 / \ X

Figura 7. Traslacion de ejes con centro en la interseccion de las rectas 1 y 12

l,

Mediante una transformacién, trasladamos el origen de coordenadas al punto de
interseccién asumiendo como (x,,y,) de las rectas [, y [, como se indica en la
Figura 7.

Las ecuaciones de transformacion son:

x=X+x, . . . dx = dX +0
— Derivando las ecuaciones se obtine B
y=Y+y dy=dY +0 (B)

Se ha trasladado los ejes de coordenadas "x" y "y" a un nuevo eje de coordenadas
arbitrario X'y Y, donde x, y y, son los puntos de interseccion de las dos rectas y

considerando X, Yo€ R.

Luego se realiza la siguiente sustitucién (B) en (A) [19].
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da a; X+b .z ,
Y- F (1_1'y) — Es una ecuacién homogénea

a - a2X+b2y
Ejercicio 1.8.0

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

dy x+y+1

a_x—y+1 (4)

Primero hallamos el punto de interseccion (x, y,):

Lirx+y+1=0
lLhb:x—y+1=0

Sumando [; y [, se obtiene:

x+y+1=0
x—y+1=0
2x +2=0
Por tanto:
Xo=—1
Yo =10

Este punto reemplazo en las ecuaciones de transformacion para hallar dX y dy.
Entonces
se utiliza las ecuaciones de transformacion:

x=X+x0 (B)
y=Y+y

x=X—-1
y=Y+0

dx = dX

dy =ay ©

Luego sustituimos (B) y (C) en (A)
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dy X—-1+Y+0+1
dx X—-1-Y+0+1

dy X+7Y

dx X -1

Como es una ecuacion homogénea se procede a resolverla

X, Y Y
by _xtx_!*x
dx X_Y ,_Y
X X X
Luego sustituimos:
z=2
X
ay 1+z

dX 1-z (M)

También se puede realizar la sustitucion:

Y =XZ
ay dz
a =z+ X ax (N)
Reemplazamos (N) en (M):
N dz _ 142z
2T IaX T 1-2

ax 1-z 1 1-z
dz 1+ 22
dX 1-z



ld VA ax
1+22 Y% 1422 X

f dz jZdZ B dx
1+ 22 1422 X

Resolviendo la integral se obtiene:

1
arctgz = nj1+z%=InX +c

2arctgz—In [1+z?|=2InX +2Inc
2arctg z = In| cX? (1 + z?)|

earctgz — ~ x2 (1 + ZZ)

Remplazando z = Jy—c , y regresando a las variables primitivas se obtiene:

2arctgy 2 yz 2 2

e X=cX 1+F =C(x +y)
xr=X—-1 - X=x+1
y=X+0 - Y=y

Sustituyendo las variables primitivas se tiene:

Y
e? I = ¢ ((x + 1)2 + y?)

y
(x +1)? +y? = ce®¥ 9%

CASO DOS: Si las rectas no son paralelas y pasan por el origen. En este caso

desaparecen las constantes y se trata de una ecuacion homogénea.

y_2x+
=1 (©

Se efecttia su division por X:



Yy

dx 1-2
X

Se reemplaza:

También se puede realizar la sustitucion:

y =2zx
dy EE
a =z + de (B)
Sustituimos (B) en (A):
N dz _ 24z
z xdx T 1-—z

dZ_2+Z—Z+Z2

x&‘ 1—-2z
(1-2)dz dx
2+22  x

dz zdz dx

2+Zz_2+Z2= x

f dz 1j22 dz_ dx
1422 2 ) 1422 | x

1
arc tgz—zln |14 2z%| = Ln |x| + Inc
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2arc tgz = In |1+ z?| + In|x?| + Inc
2arctgz = clnx?(1+ z?)
2arctgz = zInx?*(1 + z?)

elarctgz — cx2(1+22)

2
e2arc tg % =c(x*+ xzi:—z)

y
x2+y?=c e*¥ %
Rectas paralelas

CASO UNBO: Si las rectas [1yl2 son paralelas y no coinciden los términos
independientes.

y' = f (B2l (p)

a2x+b2y+c2

al _ bl _
a2 b2

A (B)
Despejando aly b1 de (B):

a, =a;Ay by = byA

Luego se reemplaza en (A):
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/1(a2x+b2y)+cl)
a2x+b2y+c2

Y =f(
y' = @(azx + byy)
Ejercicio 1.8.1

,  2x—4y+1

Y  x—2y+3 (A)

Son paralelas, pero no coinciden porque los términos independientes son diferentes.
En este caso sacamos factor comun de las variables.

r_ 2(x—2y)+1
- (x—2y)+3 (A)

Se realiza el remplazo del factor y término semejante por una letra cualquiera:
u= x-—2y (B)

Derivando con respecto a x:

du dy
a1 i
dy du
2—=1——
dx dx

du

dy: (1=
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Reemplazando (B) y (C) en (A) :

_du
dx_2u+1

2 u+3
d 4u+2
1-===
dx u+3
du__ 4u+2
dx u+3

du_ u+3—4u-—2
dx u+3

du_1—3u
dx  u+3

(u+3)du

(1-3u) dx

_ —(u+3)du

dx Gu-D (D)

Como el segundo miembro no se puede integrar entonces hago un segundo
reemplazo.

Tomando en consideracion que 3u — 1 = z se obtiene:

dz_ 3du+ 0
du T du

dz
du



M

1
du=-dz (E)
3
Sustituimos (E) en (D) :
1
(u + 3) 3 dz
Tl =

z+1 .
Como 3u—1=2z y u= = entonces se obtiene:

z+1 3.1 1/z+1+9
(I +i)gdz 3(Fg—)dz
—dx = =
z z
_ (z+10)dz
B 9z
+10)d
_gdx:u

—9fdx=f¥dz

10
“9x = [1+—dz

dz
—9x=fdz+10f7

—9x = z + 10In|z|

Z+10ln(z) +9x =0
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Reemplazando z = 3u — 1 se tiene:
3u—1+10ln(Bu—1)+9x =20
Sustituyendo u = x — 2y se obtiene:
3x—6y—1+10n(3x—-6y—1)+9x =c

CASO DOS: Si las rectas l; y I, son paralelas y coinciden. En este caso solo
1yt y

sacamos factor comin para que coincidan los coeficientes. Si es necesario y se reduce

a una constante ya que no tiene términos independientes.

Ejercicio 1.9.2

, — 4x—2y+6
2x—y+3

dy _ 22x=y+3)
dx  (2%=y+3)

dy
=2
dx

dy = 2dx

[dy=2[dx

y=2x+c

1.9 Ecuacion Diferencial Homogénea Generalizada

Una ecuacion diferencial homogénea generalizada es una ecuacién diferencial en la
que todas las funciones involucradas y sus derivadas aparecen multiplicadas por una
misma funcién. En general, una ecuacién homogénea generalizada se puede escribir
de la siguiente manera:
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F(x,y,y,y", ..,y™) = 0.

Esta ecuacidon representa una relacion entre la funcién y y sus derivadas en
diferentes 6rdenes [8].

Ejercicio 1.9.0

Se identificara la suma exponencial (S.exp.) de cada término para definir si la
ecuacion diferencial es o no homogénea

(x%y? — 1)dy + 2xy3dx = 0 (A)
VRIS

S.exp.4 S.exp. o S.exp.4 —> no es homogénea

Si queremos considerar como homogénea, suponemos: que "x"y “ dx "es de grado

1y 'y"y"dy"esdegrado

x%y?dy —dy + 2xy3dx =0

Como todos los términos deben tener la misma S.exp. :

Si se considera ¢ = —1 entonces se tiene:

y=z1 (B)
y'=z%"1q

yr :Za *Z_l

dy 1
E—%@)

*a
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dy zDz(1)—1Dz(z)
dz z?

dy = —z72dz ()

Para hallar el valor de @, se establece y = z% de x?y?dy y se tiene:

24+ 2a+a=2+3«a

Como los términos deben tener el mismo grado, se obtiene la siguiente expresion

24+3a=«a
2=-2a
a=-1

Se reemplaza (B) y (C) en (A):

(x?2z71 = 1)(—z7%dz) + 2xz73dx =0
—x2+z%\dz 2x
— )Et s

(x2—2z%dz 2x
Z—4+Z—3dx =0

(—£2 +2z2)dz + 2xzdx =0 D

S¥exp.;2 S.exp.;2 Sé&p.;z —  esta es una ecuacion diferencial homogénea.

Solucion de la ecuacion homogénea:



dz = udx+x—u.dx
dx

dz =udx + xdu (F)

Reemplazando (E)y (F)en (D):

(w?x? — x?)(udx + xdu) + 2x%udx = 0

Dividido para x?2:

(u? — 1) (udx + xdu) + 2udx = 0

u(u? — Ddx + x(u? — 1)du + 2udx = 0

W —u+2wdx+x(w?—-1du=0
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W +wdx+xw?—-1)du=0

dx (u?-1)du

x  (ud+u)

Se transforma en ecuacion de variables separables:

dx f u? -1 p
x u@z+ 1)

G = — [ 4
n(X)__fu(uz+1) u

Transformamos en fracciones paralelas:

u?—1 _A+Bu+c
uw?+1) u u?+1

u? -1 _Au2+A+Buu+cu
u(w?2+1) u(x?+1)

u? -1 _Au2+Bu2+cu+A
u(u?z+1) u(x2+1)

u?—1=UA+Bul+cu+A
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In(x) = A+Bu+c
nx) = (u uz+1

)

In(x) = — f (_71) - f uzzi ~ du

1()_fdu f 2u p
mx) = u u2+2u

In(x) = In(w) — In(u? + 1) + Inc

In(x) —In(w) + In(u? + 1) + Inc =0

y(w) =111C/

u

x(u? + 1)

_ 2 _
=c;x(u +1) =uc
u ( )

Reemplazando se tiene:

Como:



2 1
y X=c—
y
1+xy? ¢
y? y
xy?+1=cy

Resumiendo, para encontrar el valor de « suponemos que:
y=z% (N)
Por tanto se deriva esta expresion:
dy =az%ldz (M)
Se reemplaza (N) y (M) en (A):
(x%2z%% — Daz? 'dz + 2xz3%dx = 0
ax?z3%dz — az?> ldz + 2xz3%dx = 0
Para que la ecuacion sea homogénea las S.exp. de cada término de la ecuacion

deben ser iguales:

Esto es:
243a—1=a—-1=1+ 3«

Formando un sistema de ecuaciones se tiene:
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2 .- 3a+1=1+43a

No expresanada 0=0

3.- a—1=1+3a

Para darnos cuenta de que no puede ser homogénea generalizada; observamos que
al encontrar el a , el mismo tiene més de un valor.

1.10 Ecuaciones Diferenciales Exactas

Una ecuacion diferencial de la forma M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta, si existe
una funcién ¢@(x,y)cuyo diferencial total es igual a de(x,y) = M(x,y)dx +
N(x,y)dy = 0 entoncesdp =0 y ¢ = cte [20][21].

Ejemplo:
o(x,y) =x*+y%+2x—3y
Supongamos que en este caso se vaya a construir una ecuacién diferencial.

dy dy
do(x,y) = adx + @dy

Esta es la diferencial total:
do(x,y) = 2xy? + 2)dx + (2x%y — 3)dy
Es decir, que podiamos haber dicho que la ecuacion:
2xy? + 2)dx + (2x?y —3)dy =0 (A)
Es exacta para eso debe existir una funcion ¢ (x,y) que seaigual a (A).

Si la ecuacion diferencial (A) es exacta, debe existir una funcién ¢ (x, y); cuya
diferencial total es:

do(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy  (B)
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de(x,y)=0

Notese que si:

Entonces:

p(x,y) =c (M)

Como sabemos que el diferencial total de ¢(x, y) es:

_do(x,y) do(x,y)

Entonces (B) y (C) es la misma, esto se ha podido realizar con la condicion que (A)
es exacta.

Comparando (B) y (C) tenemos que:

¢
a =M
d
% _
dy
Volviendo a derivar tenemos:
’p oM
dydx  dy
0’p 0N
dxdy  0x

Si las funciones son continuas entonces se obtiene la siguiente expresion.

0’p  0%¢
dydx  0xdy
9%2¢p  ON

d0xdy ~ ox
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Ejercicio 1.10.0

(2xy? + 2)dx + (2x*>y —3)dy =0

Observamos si es exacta; para esto se identifica M y N luego se deriva M con
respecto a "y" y N con respectoa "x" en forma parcial.

M = 2xy? + 2

Si 0M/dy esiguala ON/ox

, es la condicion que define que la ecuacion sea
exacta.

En este caso vemos que:

Entonces la ecuacion diferencial es exacta.

o

a—M

[of0)
ay

¢
Ip(x,y) =—-= 2xy*+2 (1)
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¢
do(x,y) =%, = 2x?y =3 (2)

Integramos (1) o (2), segun presente menor grado de dificultad al integrar. Entonces
se podria elegir una de las dos condiciones tal como se indica a continuacion:

Si se integra (1) con respecto a X
Si se integra (2) con respectoa y

En este caso se elige la primera opcion y se integra :

0p(x,y) = 2xy? + 2)dx
o(x,y) = f(nyZ + 2)dx

e(x,y) =x*y*+2x+gy) (3)

Al momento de integrar se suma una constante g (y), la constante depende de y.

Si integro (2) con respecto a y tengo que sumar una constante g(x) , la constante
depende de x.

Se integra (1)y (2) .Ademas se busca una funcién que complemente la ecuacion.

La ecuacion (3) es la solucidn, falta encontrar g(y)

Para encontrar g (y) derivo la ecuacién (3) con respecto a y porque la constante
depende de y.

99 _ 5.2 ’
oy = XY +g () @)

Igualado a (4) y (2) se obtiene

/ /
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2x’y+g'(y) = 2x*y -3

gly) = -3
Como la constante depende de y , entonces se integra con respecto a y:

Do
dy_

dp =-3dy (5)

[do=[ 32

¢ = =3y (6)
Recordemos que:

p(x,y) =c (7)
Remplazando (6) y (7) en (3):

c =x%y?+2x—3y

Para que sea exacta debe cumplir con:

OM(x,y) _ ON(x,y)
dy  ox

Para la solucion:



do(xy)
- M(x,y)

Resumen:

Sea:

@(x,y) =M(x,y)dx + N(x,y)dy = ¢

Para que sea una ecuacion diferencial exacta se debe cumplir con la condicion:

oM(xy) IN(xY)

dy  ox
dp(x,y)
5 =N@y @
Jdp(xy)
= M(x,y) (2)

En (2) se despeja:

dp(x,y) = M(x,y)dx (3)

Luego se integra (3) en este momento sumo una constante g (y):
[oo0sy) = [ M@ ydx+gw)

pxy) = [MEYdx+g@») 1)

La ecuacion (4) sera la solucién, solo queda por hallar g (y).



M

Para encontrar g(y) se deriva (4) con respectoa y :

%;’Y) =M@ y)d)'+9' @) (5)

Seiguala (5)y (1) :

(| MGy +g' ) = Ney) (©)
Se despeja g'(y) en (6):
90) =Ny - (| Mand )

Se integra (7) :

gO) = [ING,y) = (J M (x,y)dx)' ] dy (8)

Como:
p(x,y)=c (9)

Se procede a reemplazar (8) y (9) en (4) obteniendo la soluciéon. Se puede lograr lo
mismo si se integra (2) en este paso se tiene que sumar una constante g(x). Para
encontrar g (x) derivo con respecto a x y luego se iguala con (1).

Ejercicio 1.10.1
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(3x?% + 6xy?)dx + (6x2%y + 4y3)dy = 0

Se verifica si la ecuacion diferencial es exacta:

M = 3x? + 6xy? M se toma con el dx.
N = 6x%y + 4y3 N se toma con el dy.
oM 12
dy 24
oN 12
ox Xy

Como son iguales entonces es exacta.

Solucion:
o¢ o¢ 2 2
_— —_— = 1
I M(x,y) I 3x* + 6xy~ (1)
¢ ¢ 2 3
E_N(X'Y) 3y - 6x°y +4y° (2)

Se integra (2) con respecto a y:

j6¢=f6x2ydy+f4y3dy

o(x,y) =3x*y*+y*+g(x) (3)

Se deriva (3) con respecto a x:
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do 5 ,
S =612+ g'(x) (4)

Seiguala (4)y (1):
6xy? +g'(x) = 3x% + 6}42

gx) = 3x*> - (5
Se integra (5) con respecto a x:

0g(x) _

2
o 3x

dg(x) = 3x%0x

fag(x) = fozax

gx)=x3+c (6)

C es relevante puesto que se considera una constante que es igual a ¢(x, y), como
se indica a continuacion:

p,y)=c (7)
Se reamplaza(7) y (6) en (3):

c=3x%y? +y*+x3



A Texto para copiar de WolframlAlpha

Texto para copiar:

y(x) = -sqrt(-sgri(c_1 + 9 x*4 - 4 x*3) - 3 x*2)/sqrt(2)

Cédigo Wolfram Language: Copiar al portapapeles

DSolve[{3 x*2 + 6 x y[x]*2 + (6 x*2 y[x] + 4 y[x]*3) ¥'[x] == O}, y[x], x]

Salida en codigo Wolfram Language:

o

ylx] == -(Sqrt[-3 x*2 - Sgrt[-4 x*3 + 9 x*4 + Subscript[c, 1]]]/Sgrt[2])

/ Y
\ /

Figura 8. La solucion en woélfram Alpha

¥(0) =1

Figura 9. Grafica de soluciones individual de muestra

¥
10

(muestreando y(0))

[ S~ = R =

0.5 1,0 1.5

Figura 10. Familia de soluciones de muestra
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Ejercicio 1.10.2

Dada la ecuacion diferencial, encontrar su solucion:

(sen 2x N ) 4 ( sen2x> p 0
x)dx+(y- y =
y y

2

Se identifica las funciones M(x,y)y N(x, y):

sen?x

+ x Nx,y)= y-— 2

sen 2x
y

M(x,y) =

a 2.7 o2 A
oM (x, y) _ y & (sen“x) — sen“x & 6))
dy y?

Las derivadas son cero porque corresponden a constantes en la derivada parcial.

La igualdad trigonométrica 2sen x cos x = sen2x se aplica en la siguiente expresion:

oM(x,y) 1 ) (senx)
T = 37 senx a senx
oM(x,y) 1

M — l [ix (senzx)] + sen’x [% %)]

dx y?ld

ON(x,y)  2senxcosx
ox y?
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ON(x,y) sen 2x oM(x,y) ON(x,y)
=— como =

— es exacta

dx y dy dy
Solucidn:

dp(x,

0y _ Iy
0x
dp(x,

eXxyY) _
dy

dp(x,y) sen2x
= +Xx
d0x y

dp(x,y) sen 2x
dy Y y

Se Integra (1) con respecto a x:

2

_ 1 1 5 X 3
w(x,y)—(;)(z)(—cos x)+7+g(y) 3)

Derivo (3) con respectoa y:

dp(x,y) cos2x

3y 29z =9 )
Igualo con (2):
v & cos 2x sen %x

Como cos 2x = 1 — 2sen? x:



1 — 2sen?x 3 sen’x
=y— yz

g+

) 1 sen’x sen?x
g(y)+ﬁ— YT e

—5—3 90) =75+

[l

1 yz 1
2

Jg'(y) = jydy—%(Jy‘z dy)

_yt 1yt
g(y)—7—§(_—1 )
_y 1
g(y)—7+5 (5)

Como:
px,y)=c - (6)
Reemplazo 5y 6 en 3:
2 2
= — — 2 R z -
c Zcosx+2+2+2y
— 2 3
c = CoS2x+Xx +y +1 N So]ucif)n

2y
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CAPITULO II
FACTOR INTEGRANTE

Si la ecuacion del tipo, M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (1) no es exacta, para que se
transforme en una ecuaciéon exacta, se multiplica por una funcion u = (x,y) (2)
llamada factor integrante.

Suponga que M dx + Ndy = 0 — no es exacta y u = (x,y) factor integrante
Multiplicamos (1) y (2):
u(x, y)M(x,y)dx + u(x,y) N(x,y) dy = 0 es exacta

Como es exacta entonces cumple con:

0 d
3y (0 yIMdx] = 52 [u(x, YN (x, y)dy]

Derivado se tiene:

oM (x, 0 IN(x, a
w1 ) T = e T N )
5] ON (x oM (x,
M@ T =N ) o = ue ) o - T
ON (x, oM (x, 0 0
o) [T - I ) - N )

Nau M@u oM 0N
0x dy Oy dx



M

A continuacion se muestra otro método para encontrar el factor integrante.

PRIMER CASO: es suponer que u = u(x) = Z—; =0

0
SEGUNDO CASO: es suponer que U = u(y) = ﬁ =0

dM_ON

Jdy Ox

u=el"N % Estose aplica solo si esta en funcion de x (B)

oM _ON

Ox_0y . . , .,
u=el" % ¥ Estose aplica solo si est4 en funcion de y (C)

Ejercicio 2.0.1
Dada la ecuacion diferencial x*y?dx + x°ydy = 0, encontrar su solucion.

Se realiza el calculo de las siguientes derivadas parciales:

oM ON _ @M ON
ax'ayyay'ax

M(x,y) = x*y? N(x,y) = x°y
Para verificar si alguna derivada parcial cumple la igualdad que determine la

condicion de una ecuacion diferencial exacta.

oM

ke 2xty (D)
oN
Frol 5xty  (2)

Esta expresion no representa una igualdad por tanto, se procede a buscar el factor
integrante.

Sustituimos (1) y (2) en (A) también M y N:
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ou ou oM ON

N——M—=ul—/———=—] (A
d0x dy u dy ax] (A)
ou du

5, 4,27 4., 4

Xy =Xy 3y u2x*y — 5x*y]

d d
“ 2—u=—3x4yu

Sy 4
xyax xyay

Esté expresion se la divide por x*y :

Como: u'(t) =ud(t) 6 u(t) =ulx(@®)y(t))

Derivando se tiene:
dudx oOJudy

u(t) :aE-I_EE

du dudx . dudy
= matrn @
dt dx dt dy dt

Comprando (3)y (4):

du 3
dx ..
i X (if)
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La ecuacion (3) se puede expresar como:

Entonces:

3y = Ju Ju
u=y dy 0x
dx
P (i)
dx = —xdt
d
==y @
dy = ydt
du 3
i u  (iiQ)
dy = 3udt
o
dx _ _ .
7 = —dt (l)

dx
& [
x

Inx = -t + Inc;



dy
—=dt (ii)
y
d
J5=]
y
Iny=t+Inc,

= 3de (i)

u
du
Wy [
u

Inu = 3t + Incs

De (i) ciet=x
De (ii) cet=y

De (iii) ce3t=u
Por la propiedad de los logaritmos donde In N = x = e* =N
las constantes ¢; =0,c, =1yc; =1

se reemplaza en u = cze3t

Reemplazando Iny = t se obtiene:

u=e3ny

u=em’ (iv)

Nota: Por propiedad de los logaritmos a* = e*"@ = ¢!"@” ge tiene:
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ed3ny — y3

u=y3

Como In N = x = e* = N aplicando esta propiedad en (iv) tenemos como factor
integrante :

C1:1 A
=0 | Sx=ety u=ed
;=1 Como: Inx = —t > u=e 3"

=>u =x"3 Este es otro factor integrante.

Con el factor integrante obtenido se multiplica la ecuacion diferencial obtenida y se
tiene una ecuacion diferencial exacta.

(x*y?dx + x°y dy = 0)x~3

xy?dx + x2y dy = 0 (A)

Con la expresion (A) se comprueba que es exacta:

M=xy?y N=x%y

oM
ay_

2xy N

Pl 2xy

Esta condicion muestra que la ED es exacta
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Resolviendo la ecuacion exacta (A) se tiene:

dp(xy) _ do(xy) _ .2

dx =M dox =Xy (1)
dp(xy) _ doxy) _ .2
oy =N oy XY (2)

De (1), dp = xy?dx esta expresion se integra con respecto a x :

ja¢=y2jxdx

1 24,2
¢ =5x%y +9@) (B)

Se debe encontrar g(y), para ello derivo con respecto a y para comparar (2) :
do(x, '
HED=xy +4'0) (©)
(C) comparo con (2):

x2//+ gy =x7y

g0 =0

fg’(y) =f0dy

gy)=c (3)

Integro con respectoa y :



Reemplazo (3) en (B) :

1
— _A24,2
@ ny +c
Como ¢ = (x,y) = c se tiene:
1
§x2y2=c

Ahora se encuentra el factor integrante por el otro método:

u=u(x)

IM_OoN
aY 0x
U= ef Nodx

(D

u = u(y)

on_om
9X 2y
u=elTH Y (2

Utilizando el mismo ejemplo

x*y?dx+x>y dy =0

oM
— 4.2 =24—
(€) M=x*y _ay x*y
ON
— .5 "
(D) N=x P ax®y

Reemplazo (D); (A) y (B) en (1):

(4)

(B)



Integrando se obtiene:

InN = x

e*=N

Aplicando logaritmos a los dos lados de la igualdad y por propiedad de logaritmos

se consigue.

Ln|u| = Ine!™™

In|u| = Inx3.Ine
(Silne = 1) se obtiene:
In|u| = Inx~3

Por lo tanto:

yily=1

99



M

Figura 11. Graficos de solucién individual de muestra
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Figura 12. Familia de soluciones de la muestra

Ejercicio 2.0.2

(x+yHdx —2xdy =0 (A)

M =x+y? y N = —2xy
oM _ W o _ ,
ay ~ 2 o= %Y (2)

Las ecuaciones # (2) por lo tanto, no cumple la condicion y la ecuacion diferencial

por no es no es exacta
Calculamos el factor integrante:
u = u(x)
aM_dN

Y _ox
u:ef N dx

2y=(=2y)
u= ef —2xy &

u=ef—§dx

100



u=x"2 (3) factor integrante

(A) se multiplica por (3):

x 2(x+y?)dx — x ?2yxdy =0

(x 1+ x2yDdx —2x"ydy =0

1 y? 2y
“+ L )ax-Zay=0 @
<x+xJ x——-ady 4)

Comprobando que (4) sea exacta:

2 2
M=-+2 N=_2
X X X
oM _ 2y aN _ 2y
dy x2 (5) g ax  «x2
Como (5) = (6) entonces la ecuacion (4) es exacta.
Solucion de la ecuacion (4):
o0 _ %0 1, ¥
ax M ax  x + x2
%0 _ N op _ 2y

(6)

(7)

(8)
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Se integra (8) en forma parcial con respecto a y:

Joo==3]»
9 === ydy

2

p=-+g®

Esta es la solucion, donde se deriva (9) con respecto a x:

do 1 v« o [xDx(1) = 1D, (x) ,
x- Y Dx(;)+g(x)——y ( 2 + g'(x)
dp y?
_r_ 7 1(x)
dx x? T3 (10)

Igualando (10) con (7) se obtiene:

2 2
, ye 1

1(x) = —
g x
Integrando con respecto a x:
1
') = [ Zg
Jo= 5o
g(x) = In(x) (11)

Reemplazando (11) en (9):



-7
Q= o + Inx

Por tanto se tiene:

xlnx = y?

Aplicando propiedades de logaritmos se tiene:

Su solucidn es:

y(1) =1

103



M

Figura 13. Grafica de Solucidén individual de muestra
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Figura 14. Familia de soluciones de muestra

Ejercicio 2.0.3

3x (xy —2)dx + (x3+24)dy =0 (A)

M = 3x%y — 6x N =x3+2y
M _ 3,2 ON _ o 2
3y 3x 1) Pl 3x (2)

Cémo (1) = (2) son semejantes (A) es exacta

Solucidon:
dp do
Pl M(x,y) Fle 3x°y — 6x 3)
do do
—=N —=x3+2 4
5y =Ny Go=xt+2y )

Integro (4) con respectoa y:

f(')(pzfx3ay+2fy6y + g(x)

¢ =y*+g(x) (B)
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Calculo de g(x) , para esto se deriva (B) con respecto a x:

do ,
Pl 0 (5)
Igualando (5) con (3):
g'® =3x%y — 6x (6)

Integrando con respecto a x:
fg’(x) = Byfxzdx—6fxdx

gx)=x3y—-3x2+c (8)

Reemplazando (8) en (B):
e, y) =y +x3y —3x>+c=0

y2+x3y—-3x2=¢

yiy=1
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Figura 15. Graficos de solucion individual de muestra
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Figura 16. Familia de soluciones de la muestra

2.1 Modelo Matematico aplicado a Factor Integrante
Ejemplo 1: Curva de Flexion Optimizada para Vigas

Problema:

En el disefo de una viga para un puente innovador, se requiere determinar una curva
que pase por el punto (1, 2) de modo que la pendiente de la tangente en cualquier
punto (x, y) de la curva sea igual al doble de la coordenada x de ese punto, menos la
mitad de su coordenada y. Esta relacion se utiliza para optimizar la distribucién de
tensiones a lo largo de la viga. Formule la ecuacion diferencial que describe esta
curva y resuélvala.

Solucidn:

. . / d /.
La pendiente de la tangente en cualquier punto de la curva esta dada por ﬁ Segun
las condiciones del problema, podemos escribir:
dy

1
I Xy

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden. Para resolverla, podemos utilizar
el método de factores integrantes:

d 1
_y+ (E)y = 2x
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El factor integrante es

e/ (1/2)dx) — p(x/2)
Multiplicando ambos lados por e(*/2);

e L Lo, _ et
dx 2

La parte izquierda es la derivada de e®*/?y, por lo que se tiene:

;_x(e(x/Z)y) — 2xe@®/2)
Integrando ambos lados:
e@WDy = 4xe@/2) _ 4@/ 4 ¢
Despejando y:

y = 4x — 4 + CeC¥/?
Usando la condicion inicial (1, 2):
2 = 4(1) — 4 + CeCY/2)

C = 23(1/2)
Por lo tanto, la ecuacién de la curva es:
y = 4x — 4 + 2eW1/27%/2)

Esta curva representa la forma 6ptima de la viga para la distribucién de tensiones a
lo largo de la misma.
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Ejercicios propuestos seccion 2.

1. xy' +2y=x3
2. y'+ iy = sen(x)

3. 2xy' +y = x2e*

4.y —2xy =~

5. y' + ytan(x) = sec(x)

3

() C1 X
yix)=—+ —
Resp. 25
C;  Ssenix)
Yix)=—+ ~ CO5{X)
Resp. X
xZ
y=x*e*—-Ce 2
Resp.
— c 1 e
y=atse
Resp.

¥ = Csec(x) — In]sec(x) + tan(x)|
Resp.
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden

Una ecuacion de la forma Z—z+P(x)y = Q(x) (A), se denomina ecuacion

diferencial lineal de primer orden.

Condiciones donde P(x) y Q(x) son polinomios:

si Q(X) # 0, laecuacion (A) se denomina ecuacion diferencial lineal no
homogénea.

si Q(X) =0, laecuacién (A) se denomina ecuacion diferencial lineal
homogénea.

Toda ecuacidon diferencial lineal homogénea es de variables separables y su
solucion general tiene la forma [22].

Yoipy=0 o 2 _pu
dx XY= dx )y
d
—y=—P(x)dx

y
j%= —fP(x)dx

Iny = —J-P(x)dx
y = e—fP(x)dx

y = ce~JPOIAx  (Solucién general de la homogénea)
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2.3 Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Lineales no
Homogéneas

La resolucion de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas se lo realiza por el
método conocido como variacién de la constante:

1. Dada la ecuacion diferencial lineal no homogénea, se resuelve a partir de la
condision de una ecuacion diferencial homogénea, es decir si :

Q) =0
y = Ce~IPwax (A)
2. Suponemos que la constante es una funciéon de x:
C = C(x) = Estoen (B)

Luego se obtiene:
y = C(x)e IP0(C)

Esta es la solucion general de la ecuacion lineal no homogénea.

Entonces solo queda por conocer C(x)

3. Parahalla C(x) se deriva (€) con respecto a X:

d

% = C(x)Dy[e T Pe®] + e~ I P D [C(x)]
d
£= C(x)e” [ Pwdxp, [—fP(x) dx] + e I P@axC(x)
dy

= C()e TP [—py| + e [P0’ (x) (D)
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Nota: Recordar que:
D(x) (ex) = e"D(x) [X]

y;

D(x) (f dx) =X
4. Remplazando (C) y (D) en (A): DONDE ESTA A

WP(x)dx[_P(x)] + e—fP(x)dxCl(x) +Mx)e—fP(x)dx = Q(x)

Por tanto se tiene:

e JP@ax(! (x) = Q)

Despejando C’(x) se tiene:
Q)

C'(x) =
( ) e—fP(x)dx

C'(x) = eI Pwixq,,
Aplicando integrales a esta expresion resulta:
fC’(x) = fefp(x)de(x) dx +C
C(x) = [ Quye! Po¥™dx + ¢ (E)

Luego se remplaza la ecuacion (E) en (C) y se obtiene la solucién general de la
ecuacion diferencial lineal no homogenea.

y = [f Q(x)efP(x)dx + C]e—fP(x)dx
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Nota: también se puede llegar a esta solucion a través del factor integrante.

Como la ecuacidn diferencial lineal no es homogénea no es exacta.

dy
2z TPy =Qw

Y para transformarla en una ecuacioén diferencial exacta se la multiplica por un factor
integrante de la forma:

dM ON

9y 0x

u:ef N dx

Considerando que una ecuacion diferencial para que sea exacta debe cumplir con la
siguiente expresion:

M(x,y) + N(x,y) =0

Se debe proceder primero con la obtencién de la solucioén general de la ecuaciéon
diferencial (A):
y' +P(x)y_Q(x) =0

En esta caso:

N(x,y) =1

M(x,y) = P(x)y - Q(x)

Esto porque, N tiene dy y M tiene dx

dy + [Py = Qe]dx = 0
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Aplicando la derivada parcial se obtiene:

oM

dy = Dy[P(X)y] - Dy[Q(x)]

Ty =PuyD,(y) =0

oM
ay = o

Para la derivada parcial de N (x, y) se tiene:

JdN 0
a = Dx(l) =

6x=0

Luego la expresion del factor integrante queda:

dM ON

9y 0x
U= ef N dx

P(x)—O
u:ef T—dx

u=efP(x)dx

Este factor integrante se lo multiplica a la ecuacion diferencial (4):

el P (y") + el P [Py = e P X [Qy]

Integrando tenemos:

fDx[eme y| = f Q(x)efp(x) 2Xdx + C
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el Pe dxy = f Que! P ¥*dx + ¢

y=e JPw dx[f Que! P ¥ dx + C]

Ejercicio 2.3.1

Dada la ecuacién diferencial que muestra la secuencia de un cuircuito provisto con
inductancia y resistencia obteniendo un potencial eléctrico con valores iniciales

i(0) =0,E(t) = sen(wt),w es cte.R = 2Q,L = 1H (henrio).

dl
La-}' Ri = E(t) (A)

Se realiza el reemplazo:

di | .. o s - ,
—; T 2i = sen(wt) (B) — estaes una ecuacion diferencial lineal no homogénea

Resuelvo la ecacion diferecial homogénea:

di .
E + 2i =0
Donde:

& _2idt

Despejamos iy se realiza la integracion correspondiente en funciéon de t:
i =C(t)e % (0)

Se debe encontrar el valor de C(t), para eso derivo (C) con respecto a t:
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at = D, [C(t)e™?]

di_ C(t)D; [e72*] + e~2tD, [C(1)]

dt
dr_ C(t) [e 2D, (—20)] + e™2:C'(b)
dt t
di ot ot
azC(t) [—2e72t] + e72tC'(1)]
di = =2C(t)e 2t +e72C'(t) (D)
dt

Reemplazando (C) y (D) en (B):
2= + e72(C'(t) + 26)e=2t = senwt
e 2tC'(t) = senwt

C'(t) = e?'senwt

Integrando se tiene:

f C'(t) dx = f e?tsen wt
Integrando por partes y realizando las sustituciones correspondientes se obtine:

d
u=senwt - d—? = wCos (wt)
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du = wcos(wt)dt
dv = e?dt

fdv = ertdt
V= e?/2

1 1
C) =5 e?tsen wt — Ef e?'w coswt dt

1 1
) =3 e’tsen wt — wa e?tcoswt dt

Se realiza una nueva integracion por partes y se tiene:

sen wt w
2————[ e* coswt dt

[senwt e?tdt = e
Se consigue la sustitucion correspondiente:

u= coswt > du = —w sen wt dx

dv = e?tdt

senwt t et
[senwt e?tdt = . e?t —% [% +% [ e?t senwt dt]

senw ot Wcoswt e?t  wt

[senwt e?tdt = -— [ e?** senwt dt
2 4 4
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wt senwt e?t  we?tcoswt
Jsenwt e?tdt +—= [ e* senwt dt = ———— - "

wt e?tsenwt we?t coswt
(1+T)fsenwt etdt =———- " +c

EZtSETLWt WEZtCOSWt

[ e?tsenwtdt = —2r— - —%57— + ¢
2 4
2e2tsenwt  we?tcoswt

[ e? senwt dt = -
4+wt 4+wt

2t _ 222t w
[ e?* senwt dt = —— [senwt —= coswt | + C
4+wt 2

Por tanto se tiene:

2 ezt
4+wt

C(t) = [sen wt—% cos wt ]+ c (E)

Se realiza el siguiente reemplazo (E) en (C):

t

, __[2¢€? w -2t
i(t) = L+Wt [sen wt — = cos wt] + c] e

-2t

: 2 Zt.
it ==

w —
- [senwt—; coswt] + ce7 %t

i(t) = 4+2wz [sen wt —% cos wt] + ce™® (P

Para buscar la constante uso las condiciones iniciales dadas en el problema:
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w

i(0) =0 = ——=+c—> c=— - estacondicién se reemplaza en (F)
4+w 4+w
i(t) = e "+ — |senwt—— coswt

2.4 Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Las ecuaciones diferenciales se aplican en distintos movimientos entorno al
equilibrio, como en la existencia de la fuerza centripeta que se produce cuando un
movil acelera sobre una trayectoria circular.

En el estudio de un muelle cuyo anélisis se realiza con respecto al mismo y sus
diferentes posiciones, que tiene una particularidad debido al material que esta
construido, recuperando su longitud inicial después de estirarlo[23].

Otro estudio de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias hace
referencia al analisis de la constante de elasticidad. Ademéas podemos citar otro
ejemplo con el comportamiento del péndulo respecto a su movimiento, el mismo
que presenta tres casos: en la ausencia de rozamiento, en el péndulo sometido y en
el péndulo de fuerza extrema [24].

2.4.1 Modelado de ecuaciones diferenciales aplicadas a ingenieria
En esta seccidn se presenta una serie de problemas aplicados a ingenieria deducidos
mediante ecuaciones diferenciales

1. Mezcla de Nutrientes en un Tanque de Cultivo
Imagina un tanque de cultivo hidropo6nico que inicialmente contiene 500 litros de
solucion nutritiva. Esta solucion tiene cierta concentracion de nutrientes esenciales
para el crecimiento de las plantas. Una nueva solucién nutritiva se afiade al tanque
a una tasa de 4 litros por minuto, con una concentracion de nutrientes de 5 gramos
por litro. La solucién en el tanque se mezcla uniformemente y sale a la misma tasa a
la que entra.

Planteamiento del Problema:

Sea N (t) la cantidad de nutrientes (en gramos) en el tanque en el tiempo ¢, queremos
encontrar la ecuacion diferencial que describe como cambia N (t) con el tiempo.

Ecuacion de Entrada:

. . . 4lit 5
La cantidad de nutrientes que entra por minuto es ———>= >~ =

20g/min

Ecuacion de Salida:



M

Supongase que la concentracion de nutrientes en el tanque en el tiempo t es:

N@)
Wg/lltro

La cantidad de nutrientes que sale por minuto es:

4litros N(t) . 4N(t)

min 500 9/litro = —55q - 9/min

Ecuacion Diferencial:

La tasa neta de cambio de nutrientes en el tanque es la diferencia entre la tasa de
entrada y la tasa de salida:
dN 4N(b)

ar - 297 500

Simplificando la ecuacion diferencial:

dN 5 N(t)
dt 125

Esta es una ecuacidon diferencial lineal de primer orden, que puede resolverse por
métodos estandar como el de separacion de variables o el uso de un factor integrante.

El factor integrante u(t) es dado por:

t

u(t) = ef%dt = e12
Multiplicar toda la ecuaciéon por u(t):

LdN %N(t)_zo%
e T 15 T V¢

La parte izquierda es la derivada del producto:



Integrar con respecto a t:

t t
el25 N = f 20e125dt

Luego la solucion para N(t):

t
N(t) = 2500 + Ce 125
Bajo cierta condicion inicial en t = 0 se obtiene el valor C

N(0) = 1000, C = —1500

Solucion final:

t
N(t) = 2500 — 1500e 125

2.4.2 Ejercicio de Cadena cayendo

Una parte de una cadena de 8 pies de longitud esta enrollada sin apretar alrededor
de una clavija en el borde de una plataforma horizontal y la parte restante de la
cadena cuelga sobre el borde de la plataforma. Suponga que la longitud de la cadena
que cuelga es de 3 pies, que la cadena pesa 2[b/pie y que la direccion positiva es hacia
abajo. Comenzando en t = 0 segundos, el peso de la cadena que cuelga causa que la
misma sobre la plataforma se desenrolle suavemente y caiga al piso. Si x(t) denota

la longitud de la cadena que cuelga de la mesa al tiempo t > 0, entonces v = % es su

velocidad. Cuando se desprecian todas las fuerzas de resistencia se puede demostrar
que un modelo matemaético que relaciona a v con x esta dado por:

dv
xv— 4 v? = 32x
dx
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Determine una solucién explicita y determine la velocidad con que la cadena deja la

plataforma.

Para resolver este problema, vamos a seguir los pasos indicados:

Podemos reescribirla como:

v 32 2
xv—=32x —v
dx

d
xy% = 32x — y?

Se dividen los dos lados por x:

Esto se asemeja a la forma estandar de una ecuaciéon de Bernoulli:

dv p _ n
—+P()v = Q)

Donde n = 2, en este caso podemos identificar:

P(x)=0
Q) =1/x
n=2

Para resolver esta ecuacion, utilizamos la transformacién w = v=1. Por lo tanto,
v = 1/w y derivamos:

121



dv. 1dw
dx  w?dx
Sustituyendo en la ecuacion:
LA 0=32
w? dx B 2x

Esta es una ecuacion diferencial de Bernoulli. Para resolverla, podemos utilizar el
método de separacion de variables.

2.4.3 Ejercicio de Circuitos en serie

Se aplica una fuerza electromotriz de 30 volts a un circuito en serie LR con 0.1 henrys
de inductancia y 50 ohms de resistencia. Determine la corriente i(t), si i(0) = 0.

Determine la corriente conforme t — o

Solucidn:

Para resolver el problema del circuito RL con una fuerza electromotriz (FEM) de 30
volts, una inductancia de L = 0.1 henrys y una resistencia de R = 50 ohms, podemos
usar la ecuacion diferencial que describe el circuito:

Ldi+R'—V
ar T T

Donde V es la tension aplicada (30 volts).

Sustituyendo los valores de L,R y V:

di
0.1— + 50i = 30
dt
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Organizando la ecuacion:
di
—+ 500i = 300
dt

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Para resolverla, se utiliza el
método del factor integrante.

El factor integrante pu(t) se calcula como:
u(e) = e/ 500dt — 5500t

Multiplicando toda la ecuacion por el factor integrante:

eSOOt%+ eSOOtSOOi — 6500t300

La izquierda se puede reescribir como la derivada de un producto:

%(eSOOti) — 3008500t

Se integran los dos lados:

f%(eSOOti) =]300€500t

La integral del lado izquierdo es simplemente:

e500t; — 30065001: +C

500

Donde C es la constante de integracion.
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Se simplificando la integral del lado derecho y se despeja i(t):

i(t) = 0.6 + Ce™>00¢
Con la condicién inicial i(0) =0, C =—-0.6

Luego se sustituye C e i(t):

i(t) = 0.6 — 0.6¢500¢
Para encontrar la corriente conforme t — oo :

tlim i(t) =log; e 0.6 — 0.6e7°%0t = 0.6

Luego:

i(0) = 0.6 amperios.

2.4.4 Movimiento libre no amortiguado

Una masa que pesa 3 libras estira un resorte 4.5 pulgadas. En t = 0 la masa se libera
de un punto situado 6.8 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio con una
velocidad ascendente de 5/3pies/s. Determine la ecuacién de movimiento libre.

La solucion del problema asociado con la masa y resorte se realiza siguiendo el
procedimiento:

Datos del Problema:

Peso de la masa: W = 3 libras.

Estiramiento del resorte: d = 4.5 pulgadas = 0.375 pies
Posicion inicial: y(0) = —6.8 pulgadas = —17/15 pies
Velocidad inicial: % 0) = g pies/s (ascendente)

Se usara la ley de Hooke para calcular la constante del resorte k:
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w 3lb 8lb

W=kd=k=0=0375r"Ft

La ecuacion de movimiento para un sistema masa-resorte es:

d?y
mﬁ + ky =0
Primero, encontramos la masa m:
LA 31b 0.093sl
M=y T 322ftsz oSS
Sustituyendo k y m en la ecuacion:
0.093 @y +8y=0
RGP TRC A
Luego se obtiene:
4’y +86.02y =0
dt? Y=

La solucion general de esta ecuacion diferencial es de la forma:

y(t) = Acos(wt) + Bsen(wt)

Donde :
w =V86.02 = 9.27
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y(t) = Acos(9.27t) + Bsen(9.27t)

Usamos las condiciones iniciales para encontrar A y B:

Condicion inicial de posicion:

17

y0) =-1¢

17
y(0) = Acos(0) + Bsen(0) => A = -5

Condicién inicial de velocidad:

d
v(t) = d_}t] = —Awsen(wt) + Bwcos(wt)

.« oy 5
Usamos la condiciéon v(0) = 3

17
v(0) = — (— E) x9.27(0) + B x9.27

5
5
B=3927

Sustituyendo AyB en la solucion general:

17
y(t) = —Ecos(9.27t) + 0.179sen(9.27t)

Esta es la ecuacidén de movimiento libre de la masa.
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2.4.5 Ejercicio de Circuito en serie subamortiguado

Encuentre la carga q(t) presente en el capacitor de un circuito LRC en serie cuando
L =0.75 henry (H), R =8 ohms (), ¢ = 0.003 farad (f), E(t) = 0volts (V),
q(0) = q0 coulombs (C) e i(0) = 0 amperes (A).

Para encontrar la carga q(t) en el capacitor de un circuito LRC en serie, podemos
utilizar la ecuacién diferencial que describe el circuito. La ecuacién es:

P B B
dt? at ¢t '

Datos del Problema:
Inductancia: L = 0.75H
Resistencia: R = 8()
Capacitancia: C = 0.003F
Fuerza electromotriz: E(t) = 0V
Carga inicial: q(0) = qoC

Corriente inicial: i(0) = 04

Sustituyendo los valores en la ecuacién:

d? d 1
148l ——g=0

0.75—
dt? dt 0.003

Simplificando:

d’q 8 dgq 333.33
—t——+
dt?  0.75dt 0.75

q=0

Por lo tanto, la ecuacion se convierte en:
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T4 1067%9 1 444440 =0
dt2 T dt =

Es una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden. La solucion general
tiene la forma:

q(t) = e*(Acos(wt) + Bsen(wt))
Donde a y w se determinan a partir de las raices del polinomio caracteristico:
r? +10.67r + 444.44 =0

Calcular las Raices del Polinomio Caracteristico, formula cuadratica:

—b +Vb?% — 4ac
r =
2a

Luego:

r = —5.335 £ 20.39i

La solucion general es:

q(t) = e™>335(Acos(20.39¢t) + Bsen(20.39t))

2.4.6 Ejercicio de Movimiento de un proyectil

Un proyectil disparado desde un arma tiene un peso de w =mgy velocidad v tangente
a su trayectoria de movimiento. Ignore la resistencia del aire y todas las demas
fuerzas que actian sobre el proyectil, salvo su peso y determine un sistema de
ecuaciones diferenciales que describan la trayectoria del movimiento.

Datos del Problema:

Peso del proyectil: w = mg, actia hacia abajo
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Velocidad inicial: Supongamos que el proyectil es disparado con una velocidad
inicial vo con un angulo 6 respecto a la horizontal.

Ecuaciones Diferenciales
Movimiento horizontal (x):

No hay aceleracion horizontal (sin resistencia del aire), por lo que:

d?x

dt?

La velocidad horizontal es constante:

dx p
i vocos(6)

Movimiento vertical (y):

La tinica aceleracion es la gravedad:

La velocidad vertical es:

dx o .
7p = vosen g

Integracion de la ecuacion horizontal:

x(t) = vocos(0)t + xo

Donde xo es la posicion inicial en x

Integracion de la ecuacion vertical:

1
y(t) = vosen(6)t — Egt2 + yo
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Donde yo es la posicidn inicial en y
CAPITULO III

ECUACION DE BERNULLI

Aquella ecuacioén diferencial que se escriben de la siguiente forma:
dy N
I FP®y =QCy"  (4)

Con n # 0y n # 1, se denomina como Ecuacion de Bernoulli. Sin = 0 se tiene
una ecuacion lineal de primer orden. Si n = 1 se obtiene una ecuacion de variables
separables

Solucion:

La ecuaciéon (A) se divide por y™ :

- dy 1-n
y n&+y p(x) =Qx) (B)

Para resolver (B), se toma en consideracion que:

7 = yl—n

Se deriva con respecto con respecto a x:

dz 1 dy _. C
= (1-n) —=y™(O)
dz

dy_ ax

dx ~ (1-n)y™ (D)

Se reemplaza (C) y ( D) en ( B):

dz
YT T Y P = Q)



M

(;n) % + z P(x) = Q(x) —»Ecuacidn lineal de primer orden

Para resolver esta ecuacion se tiene que considerar que el coeficiente de z’ sea igual
a uno:

9 1 _mPez=a
&J’( —-n)P(x)z=(1-n)Q(x)

Para su solucion se utiliza la siguienete féormula:
y = e [P [ [ Q(x)el PO gy + (]
Considerando las funciones P(x) y Q(x) se obtiene la ecuacion resultante :
y = e~ JA-mPCOdx [fa- ) Q(x)e/ A-MPIdx gy 4 (|

Ejercicio 3.1.0

Resolver la ecuacidn diferencial de Bernoulli:

d
d_ic/ + 3xy = 2x2y?

Se identifica la ecuaciéon de Bernoulli:

2 pey = a0y
dx p(x)y = q(x)y
Donde (n # 0,1). En este caso se tiene:

p(x) = 3x,q(x) = 2x%,n = 2

Se realiza el cambio de variable:
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Entonces se tiene:

dz dy _,dy

11— -n7 _ _
dx (1 —n)y dx Y dx

Se sustituye en la ecuacion de Bernoulli, multiplicando por (—y~2):
d
—y~2 % + 3xz = 2x?

Se resuelve la ecuacion diferencial lineal de primer orden:

dz Ixg = —2
I Xz = —2X

Se aplica el factor integrante:

3x2
el —3xdx — o=~

Se multiplica ambos lados por el factor integrante:

dz

—3x2 _242 2.2
e 3x /2 7 _ 3xe 3% /2Z — 3x4/2
dx

—2x%e

Esto se puede escribir como:



Se integra ambos lados:
e ™32 = [ —2x2e™3*/2dx 4 C

Se resuelve la integral, es importante mencionar que la misma puede ser
complicada, pero supongamos que se resuelve y obtenemos:

Volver a la variable original ( y ):

y=z1= (—§x3e3x2/2 + Ce3x2/2)—1

Ejercicio 3.1.1

Resolver la ecuacion diferencial de Bernoulli.

d
cd + sen(x)y = e*y'/?

dx

Identificar la ecuacion de Bernoulli:

4y +px)y = q(x)y™
dx

Donde (n # 0, 1). En este caso se tiene:
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p(x) = sen(x),q(x) = e*,n = %

Se realiza el cambio de variable:

Entonces se tiene:

dz 1 _1dy

dx Zy za

Se sustituye en la ecuacién de Bernoulli:

1 _1d

_lay
2y de+sen(x)y

1
Zzex

Multiplicando por (2y%):

d 1
d—i + 2sen(x)y = 2e*y2

1
Dado que (z = y?z), se tiene:

dz
— +sen(x) z = e*
dx
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Se resuelve la ecuacion diferencial lineal de primer orden:

dz N 1 ) x

—+-sen(x)z=—e

dx 2 2
Se aplica el factor integrante:

e%senf(x) dx _ e—%cos(x)

Se multiplican los dos lados por el factor integrante:

_%cos x) % + lsen (x)e ;cos (x) —%cos (€3]

dx 2

1X
e 266

Esto se puede escribir como:

d —1cos x) 1 x—lcos x)
- 2 = — 2
(e Z) €

dx

Se integran ambos lados:
1
e~ 5cos (x) fe 2cos x) dx + C

Se procede con la integral, la resoluciéon de la misma puede presentar cierta
complejidad. Sin embargo, una vez resuelta se obtiene:

7 = lf ex—%cos (%) dx - e%cos %) + Ce%cos x)
2

Volver a la variable original ( y ):
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I
N[
Il
N

N

Sustituyendo la expresion de (z):

y = (] IO ® gy . 205D 4 pozeos W2
2

Nota: La ecuacion de Bernoulli se resuelve tomando en consideracion que z =
y1~™ y derivando. Luego se reemplaza en la ecuacién de Bernoulli y se obtiene una

ecuacion diferencial lineal de primer orden.
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Ejercicios propuestos seccion 3. (soluciones obtenidas por

WolframAlpha)
dy 5
1. — —5y=——
dx 24 2
2. y +y=xy3
3 dy 3 1
Coax x) T x2Y

3

) = 2 V’Efﬁx
Rep. \/cl +el(10x-1)
V2
ylx)=
Rep G et¥+2x+1
2x*
Yy =-——
Rep. €1 +X

137 L
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CAPITULO IV
ECUACION DE RICCATI

La expresion que se muestra a continuacién representa una ecuacion diferencial de
RICCATI :

d
—+p()+a@y R =0 (R

Donde (y = y;(x)) esla funcion desconocida y (P(x)), (Q(x)), (R(x)) son
funciones conocidas de la variable independiente (x),y,(x) = x

Esta ecuacion solo puede resolverse cuando esta sustitucion generalmente se basa
en encontrar una solucion particular conocida para luego realizar un cambio de
variable apropiado.

Siy = y; + zesunasolucion = serealiza y; =x—> y =1

y=1+z y=x+2z—- y =1+ 7z siestoremplazo en (R), esta ecuacion se
puede reducir a una ecuaciéon de Bernulli.

Ejecicio 4.1.0

Encuentre la solucién de la ecuacion diferencial:

dy 1
2 _2x%2-—= 2y2 =0 R
x X TytYy (R)

Se supone que y; = x es una solucion particular:

d 1
d—i=x+(;—x2)y +y%=0

La derivada de Y’ si es una solucién debe cumplirse la igualdad en (R):

i =x (1)
yi=1 (2)
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Luego se realiza el siguiente reemplazo (1) y (2) en (R), se obtiene la siguiente
expresion:

1 —2x2 —=x 4+ 2x? =0
1 — 2%2 — 14 252 = 0

Por lo tanto se ha comprobado que es solucion. Entonces es una ecuacion de
RICCATI

e Solucién de la ecuacion de Ricartti
y=y; + 2z o’ y=x + z (A)

Entonces se realiza:

y=y t+z (B
y = yi' +2(C)

Se sustituye (B) y (C)en (R):
1
yi' + 7 — 2x? —;(y1+z) + 2(y; + 2)2 =0
1

S 1 -
y1’+z’—2x2—;y1—;Z+2y12+4ylz+222 =0

Se puede observar que los téminos asentuados corresponde ala ecuacion (R) y es
igual a cero.

y1 — 2x2 — ~yl + 2(1)2+ 2 -~z + 4yz + 222 = 0
\ Y )

=0
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Por lo tanto se reduce a la siguiente ecuacion :
i 1 2
Z—;Z+4ylz+22 =0

Recordemos que y;, = x

—+ <4x 3 ) z = —2z% (F) —| Esta es una ecuacién de Bernoulli

e Solucion del caso de Bernoulli

Para proceder con la solucion se considera el siguiente artificios

Como n = 2, entonces:

Se deriva con respecto a x:

dz 1

E - qu(l) - ﬁDx(u)
dz_,_ 1, .
—=7=—= @) ®
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Se reemplaza (D) y (E) en ( F):

() + (4x —%)u = -2 -

P Q)

Escriba aqui la ecuacién.

Esta es una ecuacion lineal no
homogénea

e Solucion de la ecuacion lineal no homogénea

Se utiliza la siguiente féormula:

(u’)—(4x—%>u= 2

u = e—fP(x)dx U Q(x)efP(x)dx dx + C]

Se reemplaza P(x) y Q(x) en la solucién:
1 1
U = e—f(—4x—;)dx [f zef(—4x—;)dx dx+c]
u = e+4f(xdx)—f% [zfe—4-fxdx+f% dx + C]

u = e+2x2—lnx [Zfe—2x2+lnx dx + C]

u = e g7 [ 72" elnxgy + (|
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Nota: e™ = x

Si e= N - InN = x

Por tanto con la expresion se obtiene:

e™ =N - InN = Inx
N=x - el™=x
— ,2x% Jlnx~t —-2x?
u =e? e™ 2 [xe™® dx + ]

u = e’ x1 [2(— %)fxe‘zx2 d(—2x?) + c]

21 1 _-,2
u =e?* —[——e 2x +c]
X 2

2x
e 1 _ 2
u = [——e 2x +C]
x 2
1 er2
u=--—+=
2x X
1.
Remplazando u = —se tiene:
1 1 2x2
—= — —+c*
z 2x x
Remplazando z = y — y; :
1 1 e
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Como y; = x, entonces se obtiene la solucion final:

Ejercicio 4.1.2

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

Bxy =y = - y3Vx+1
, 1y
y _&y_ 8x Vx+1 (A)

Es una ecuacion de Bernulli

Solucion:
u =ym
Como n = —3, se tiene:
u = y=c3)
u =y* (B)

Despejando el difrencial % se obtiene:

dy _ 1 du



Se reemplaza (C)en (A):

1 du 1 _ _ y3

4y3 dx 8xy 8xvVx+1

du__ y* _ 1
dx 2X 2xVx+1
du u 1
dx 2X - 2xVx+1

Esta es una ecuacion lineal no homogénea

1

P() = — o Q) = - s

1 rdx 1 rdx
+=[= 1 1 - [=
u=-e'z2’x |—- e 2'x dx+¢c

l 27 2xVx+1

1 1
+4 1, 01 -4
u=e" 2" l——f e Z"xdx+cJ
27 xvx+1

u= e%mx l—;f dx (\/E)_l + cJ

xVx+1

1
+=lnx

u=e"z l Ly —— cJ
- 2Y xxVx+1
+llnx

e

. ., 1
Tomando en consideraciéon: z = - o x=_- dx = = dz



dz

N R
N -
+
N

1

1 mxt2 l dz
u= -e — | =

2 f Vitz

1
1 lnx+7l dz
u= -e
2 e

2 1
u = %elnx+2 lf(l +2)72 dZJ

1
+ 1+2)2

VX Vx+1
U= TR
u= vx+1
y4= x+1

145



M

Ejercicios Propuestos seccion 4

Ly’ =2x2 + 2~ 2y2 Res (x)=—2x + x
Y x 7 Py T e
;41 . ~ 2
2y’ === ——y+y ESP-Y(X)—H+;
27173
3 yr _xiz_zyZ +y_§ Resp. ﬁ: e—xx4-(f Zexx‘4dx+C

X
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CAPITILOV
OPERADORES DIFERENCIALES LINEALES

Los operadores lineales diferenciales son operadores que actian sobre funciones y
que involucran derivadas. Son ampliamente utilizados en el campo de las
matematicas y la fisica para modelar y resolver ecuaciones diferenciales [25][26]. Un
operador lineal diferencial toma una funcién como entrada y produce otra funcion
como salida.

5.1 Teorema Principio de Superposicion

Sea L, L, operadores diferenciales lineales de orden n, y n, respectivamente y sea
AeR. Esta propiedad se indica a continuacién[27].

Ly + L))(y) = Li(y) + L(y)

AL)(y) = AL(Y)

Otra propiedad de los operadores lineales diferenciales es el producto:

(LyoLy)(y) = Ly [L,(y)] = LyL,

5.2 Transformaciones Lineales

Una ecuacion diferencial lineal de segundo orden puede representarse de la siguiente
forma:

L(y) = f(x)

Donde L es un operador lineal diferencial de segundo orden y f(x) es una funciéon
dada.

LI = an() * y"(0) + ap1(0) * yO V@ +. ot ar(x) + Y (0 + (X)) * yx)

Donde y(x) es la funcién de entrada, y*(x) denota la k — ésima derivada de y con
respecto ax, y a;(x) son funciones conocidas como coeficientes del operador.

Ademas, a,(x) # 0y cada a;(x) , debe ser una funciéon continua[28].



Ejercicio 5.2.0

L= D"
Entonces:
L(y) = D™"(¥)
Por tanto:
DY) =2 L2 pry)

L(y) = xD?— D +1 - éste es un operador lineal

Ly) = (xD* — D +1)(y)
0 L(y) = xD*(y) — D(y) +y este es el operador calculado en y

En el ejemplo siguiente se ejemplifica un operador lineal en términos de una funcién
trigonomética:

L (sen2x) = (xD?— D + 1) (sen 2x)

Calculando el sen 2x en términos de un operador lineal:

L(sen2x) = (xD? — D + 1) (sen 2x)

L(sen 2x) = xD %(sen 2x) — D (sen 2x) + (sen 2x) (1)

D 2 (sen 2x), indica que tengo que derivar dos veces:
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D ?(sen 2x) = D[D(Sen2x)]
D ?(sen 2x) = D[Cos 2x D(2x)]
D ?(sen 2x) = D[2Cos 2x]
D %(sen 2x) = 2 D(Cos 2x)
D ?(sen 2x) = 2 (—Sen 2x) D(2x)
D ? (sen 2x) = — 4sen2x (2)
D (sen 2x) = 2cos 2x 3
Se reeemplaza (2)y (3) en (1):
L(Sen2x) = x (—4 Sen2x) — (2 Cos 2x) + Sen 2x
L(Sen2x) = —4x Sen2x — 2 Cos 2x + Sen 2x
L(Sen2x) = (1 —4x)Sen2x — 2Cos 2x

Si se presenta la siguiente ecuacion diferencial se la transforma en operador lineal:
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Ejercicio 5.2.1

(D? - x)(xD — 1)(e™*) =0

Este es un operador lineal evaludao en e ™*

Por lo tanto se tiene que:
(D*=x)(xD — 1)(e™)= (D*—= x)[xD (e™*) — e™]
(D% — x) (xD — 1(e™*) = (D? — x) (~xe™* — e~¥)
(D2 - x)(xD — 1(e*)= D2(—xe™* —e*) + x(xe™™ + e*)
(D% — x) (xD — 1)(e™*) = D[D(—xe™* —e )] + x2(e™ + xe ™)
(D% — x) (xD — 1)(e™*) = D[D(—xe™™) — D(e™*)]+ x%e™* + xe™*
(D?— x) (xD — D(e™*) = xD(e™®) + e (x) + x%e™ + xe™*
(D= x)(aD — D(e™*) = x(e®)D(—x) + e™* + x%e™ + xe™*
(D% — x) (xD — 1)(e™*) = —xfe™ ) + e ¥ + x2e~* +xe~*
(D2—x)(xD — D(e™*) = e™* + x2e™*

(D?2— x)(xD — 1)(e™) = (x2+1)(e™)
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Ademas, en un producto de operadores diferenciales se estabece lo siguiente:
D * (D(xy)) = D?
Se realiza la derivada de un producto:
D(xy) = xD(y) + yD(x)
Por tanto:
D(xy) = xDy + y

Ejercicio 5.2.2

Dado los siguientes operadores :

LZ = D — X
Calcular:
a) Ll (0] LZ
b) L,ol4
a)

(LioLy)y = Li[Lyy]

(LyoLy)y = (xD* — 2)(Dy — xy)

(LioLy)y = (xD* (Dy — xy) — 2(Dy — xy)
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((LyoLy)y = xD3® y — xD?*(xy) — 2Dy + 2xy
(LioLy)y = xD3®y — xD[D(xy)] — 2Dy + 2xy
Cuando los coeficientes no son constantes el operador no es Conmutativo:

x D? (Dy) # D3 (xy)

Esto es:
x D? (Dy) = xD3y
(LioLy)y = xD3y — xD[xDy +yDx] — 2Dy + 2xy
(LioLy))y= xD3y — xD[xDy +vy] — 2Dy + 2xy
(LioLy)y = xD3y — xD(xDy) — xDy — 2Dy + 2xy
(LyoLy)y = xD3y — x[xD(Dy) + Dy (D(x))] — xDy — 2Dy + 2xy
(LioLy)y = xD3y — x2D?y — xDy — xDy — 2Dy + 2xy
(LioLy)y = xD3y — x?D?y — 2xDy — 2Dy + 2xy
(LioLy)y = (xD3 — x?D?— 2xD — 2D + 2x)(y)

b)
(Lzo L)) = Ly [Li(¥)]
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En este caso la ecuacion calculada con respecto al operador L es:
(LyoL)(y) = (D — x) [(xD* — 2) ()]
(Lyo L)) = (D — x) [x D%y — 2y]
(LyoL)) = (D — x) (xD?y) — (D — x)(2y)
(L,oL)(y) = D (x D*y) — 2Dy — x?D%y + 2xy
(L, 0 L))(y) = xD (D?>y) + D?*y D(x) — 2Dy — x?D?*y + 2xy
(L,oL)(y)= (xD3y + D?y — 2Dy — x?D?y + 2xy
O también se puede expresar como:
(L,oL)(y)=(xD3> + D? — x?D? — 2D + 2x)(y)
También se puede sacar factor comun:
(LyoL)») =[(x D* + (1 - x*)D* = 2D +2x)] (¥)
Ejercicio 5.2.3
(3D2 +D)(2D? — 1) (y) = 0
Realizando el producto tenemos:

(3D% +D) (2D%— 1) (y) = (6D* — 3D? + 2D3 — D) (y)
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(3D2 + D) (2D — 1) (y) = (6D* + 2D® — 3D2— D)y
(3D2 + D) (2D% — 1) (y) = (6D*y + 2D3y — 3D2%y — Dy)

Observacion:

1. Cuando los coeficientes son constantes el operador diferencial lineal es
conmutativo

2. En este caso se puede simplemente multiplicar como polinomios sin tomar en
cuenta el orden de los factores.

3. Cuando los coeficientes no son constantes se multiplican como polinomios
pero tomando en cuenta estrictamente el orden de los factores, es decir entre
el operador y las variables, operador y los coeficientes.

Se puede plantear también al contrario el ejercicio, es decir se da el polinomio y
se encuentra los factores, en conclusion se debe factorar.

Ejercicio 5.2.4
D3 — 2D? — 5D + 6

1 -2 -5 6
1 -1 -6 1

1 -1 -6 0‘
D3 —2D? —5D + 6 = (D2 — D — 6)(D—1)
Seguimos factorando:

D3 —2D2 —5D +6= (D-3)(D+2)(D—-1)
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5.3 Teoria General de las Ecuaciones Diferenciales Lineales
- L ¢ - D

- (™) - eselconjunto de las funciones n-veces diferenciales con
continuidad

- pegd): Siu: I - R

- u esfuncién continua

- {(I) es un espacio vectorial

- f.g €30)
- f+g9:1->R

x>+ 9w =0+ g9) &)
- Afr I - R

x =) = Af(x) ~
(¢(I),t,e) — esun espacio vectorial. ~ Rx{(I)=> ()

N A
o C (. 9)> f+g
Ejercicio 5.3.0 | | | R x ((I) . ((I)
1. Probar que {(I) es efectivamente un espacio vectoria
4f) = Af

Para ser un espacio vectorial debe cumplir con los siguien
Si: T: 'V — w esun espacio vectorial si
K,u,w,€ V entonces:

T(u+w)=Tu+Tw

2) K, € RY,u,eV
TAu = ATu

Estas dos expresiones se pueden resumir en una sola condicion

Vuv e Vyva e R

T(u+Av) = Tu + ATv
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CAPITULO VI

ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA DE ORDEN N

La ecuacion diferencial homogénea de orden n se puede representar de la siguiente
manera[29]:

2 dy

y
az(x)F‘F a (x) W"‘ ap(x)y =0

6.1 Primer Método de solucion del operador diferencial
Suponemos que conocemos una solucién: y, = e* y se trata de encontrar otra
solucion de la ecuacién diferencial mediante un operador lineal.

Ejercicio 6.1.0.
Siy, =e* essolucibonde (D —1)2 y=0 (A)

Se encuentra la otra solucion. Para resolver esta ecuacion, se puede utilizar el método
de solucion por sustitucion

1. Primero comprobamos si y; es solucién de la ecuacion (A) para ello se

reemplaza y; en (A) y se obtiene una igual a cero, entonces sera solucion.

(D—1)*(e*) =0
(D2 —2D + 1) (e¥) = 0
D2 (e*)—2D (e*)+e*=0
D(e*)—2e*+e*=0
e* —2e*+e*=0

0 =0 siessolucion.
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2. Se calcula la otra solucién para eso se utiliza la formula de ABEL.

_rag(x)
o Iz @?

—dx
y12(x)

y2(x) = }’1(95).[

Para saber cudl es a,y a, tomamos de (A), D> — 2D + 1 = 0 pero lo ponemos
comoy' —2y'+y =0

Ysetienequea, =1 ; a1 = —2yaqy=1

—f_—zdx
e 1
Y2 (x) = e"fwdx

-2 [ 1dx

Y2 (x) = exfe—

er

dx

2x

y,(x) = exje—dx

er
ya(x) = exf dx

y2(x) = xe*

las soluciones y; yy, se verifican cuando W es # O

X X
e xe
X X
wle*, xe*] =
le”, ] e* xe*+e*

=ex?* 4+ e?* —xe* =e?* £ 0

Como w # 0, la solucién general de la ecuacion diferencial homogénea es:
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Ye = V1t Y2

Ve = C1 + C, xe¥

6.2 Segundo Método de solucion por Coeficientes Constantes

Sea [a,D"+a,_ D™ '..+a;D+ag] y=0 con a,#0 como es a coeficientes
constantes entonces a; son ctes.

@Y™ + a1y V4. +ayy’ +agy =0

ap <"+a,_; x4+ 4a; «'+a,=0

Esta expresion se la conoce como la ecuacion caracteristica que corresponde a la
ecuacion diferencial.

6.2.1 Raices de la ecuacion caracteristica

Las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes son un tipo especial de
ecuaciones diferenciales lineales donde los coeficientes de las derivadas son
constantes.

CASO 1: Raices Reales y distintos.
oy, Oy .

Xy, CON X #F Xy F oov #EX,

)

Las soluciones fundamentales son:

oC o o«
eX1x e%2Xx e%n*

Y la solucién general es:

y =ce5" + ce*?* +.. ..., c,e*n*

Por ejemplo, si hablamos de la ecuacion diferencial de 2d° orden tendremos:
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(D*+a;D +ay)y=0

Esta ecuacion es igual que:
y'+ay ' +ayy=0

a;,a, son constantes asociados a esta ecuacion caracteristica :
m?+alm+a, =0 (A)

Quedando un polinomio en funciéon de m:

P(m) = m? + a;m + a,

Suponemos que «; <, son raices y distintas reales de A
Factorizando el polinomio:

p(m) = (m —x;)(m —3)
(D —x)(D— ) =0

La solucidén general de la ecuaciéon de 240 orden cuando tienen raices reales y
distintas es:

V) = C1e™ % + cpe™2X
Ejercicio 6.2.0
y'—y' —12y=0
Es equivalente a:

(D2—D—-12)y =0



M

x? —x—-12=0

Ecuacion caracteristica:

Para encontrar las raices tomamos en consideramos la ecuacion caracteristica

(x—4)(x+3)=0

La solucidn final es:

y(x) = c e + c e

CASO 2: Raices reales para algunos se repitan

K== = 2K Y i1 FXKpppF e #, la solucion general esta dada por:

y = e*¥ + xce®X 4., ... ey xP e + ¢y e5n Xt 4 cpe®nX

En este caso se ha obtenido raices iguales

Ejercicio 6.2.1

En el caso de la ecuacion diferencial de 2d° orden se tiene: oc; =cc, soluciones de la
A, esto indica que el operador se puede expresar como: (D —2)2(y)=0y
obteniendo raices de la forma e*1* , xe*1*

y(x) = c ¥ + c,xe%1¥
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Ejemplo 6.2.2

y'=2y"+y=0
(D2-2D+1)y=0
x?2—2x+1=0

(x=1)(x—-1)=0

y(x) = c,e* + cxe*
Solo se trata de encontrar los «; y reemplazar en la soluciéon general
Ejercicio 6.2.3

¥y 2y 4@ = ¢
(D7 —=2D>+ D3)y =0
«7—2 o®+o3= 0
o3 (x*—2a?+1)=0
3= 0

(x?— 1) (x>— 1) = 0
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(x +1)(x =1)(x +1)(x —=1) =0
o,=1;, x3=1;, =-1;, y =1
== —1y oz=s=1

Podemos tornar en orden los X estos valores reemplazamos en la solucion general
tenemos:

;=0
Xy =3= —1
o =Xs=1
o =Xg=X,= 0
y = ;%1% 4 xcye%6% + x%c3e%7F 4 0% 4 c5xe* 3 + e+ + cyxe*s*
y = 1% +xce? + x%cze? + cpe™* + csxe™* + cge* + cyxe”
y=c1+x + c3x? + cpe™ + cgxe ™ + cge* + cyxe*

Ejercicio 6.2.4

(D-5)°y=0

(x =5)5 =0
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(¢ =5)(x —=5)(¢ —=5)(ex —=5) (¢ =5) =0
X =Ky =Kz =0, =&5= 5
y = ceh¥ 4 cxe®* + cyx?e®* + ¢ xde®* + cgxteds”
y = 8% 4 cxe> + c3x?e’* + ¢, x3e* + cgxte

Se puede comprobar que es la solucion de la ecuacion diferente reemplazando en
(D — 5)°y = 0 y debe ser igual a cero, por ejemplo y = ¢c;e* + c,xe* es la solucion de
la ecuacion diferencial y” — 2y’ + y=0 comprobando (D? —2D + 1)(y) =0

(D? = 2D + 1) (¢ie* + cyxe*) =0
D?(cie* + cyxe®) — 2D (cre* + cxe*) + (cie* + c,xe*) =0
D[D(c,e*) + D(cy,xe*)] — 2[D(c,e*) + D(c,xe*)] + cie* + coxe* =

Desarrollando la ecuacion y reemplazando se obtiene una identidad, esto es 0 = 0,
entonces si es solucién.

Ejercicio 6.2.5

(D +2)*(D?>*-5D+6)y =0
(x+2)3(xD? -5 +6) =0

(¢ 4+2)(c¢ +2)(x +2)(x =3)(x —=2) =0

\ v I |
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0(1:0(2:0(3: —2 0(4: 3' 0(5: 2

raices iguales raices diferentes

y = 1" + cyxe®? + c3x2e*3¥ + 0% + cge*S¥

y = cre 4 cpxe ™ + cxte T + cue3 + cge

CASO 3: Raices complejas
En este caso tenemos que

o,=a+bi (1) y x,=a—Dbi (2)

«1x ,xX2x

e™1x — e(a+b1)x — eaxeblx

e%2x — e(a—bl)x

eX2X — paxp—bix (1)

eoclx — eaxebix (2)

et = coshx + isenbx  (3)

Sabemos que:

y(x) = cie* ¥ +c,e*?*  (4)
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Solucion general
Se reemplaza (1) y (2) en (4):
y(x) — Cleaxebix + Czeaxe—bix (5)
Se reemplza (3) en (5):
y(x) = c;e*(cosbx + isenbx) + c,e**(cosbx — isenbx)

y = (c; + cz)eMcosbx + i(c; — c;)e P senbx

Se puede probar que:

{e™cosbx,e™senbx} . es una base para el espacio solucién del operador
COI’IIO Cl + C2 == Cl y i(Cl - Cz): C2
y(x) = Cle*™cosbx + C2e**senbx

Ejemplo 6.2.6
Resuelva la ecuacidn diferencial
yIII + y — 0

(D:+1y=0

x3+1=0
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(x+1)(x? —x +1) =0

Factorizando:

_1+VI-4 1443

X3

2 2
1+J?
Xy= =+ —
2= 5Tt
V3

La solucidn a la ecuacidn diferencial es:

1 \/g 1 \/§
y(x) = Cie™ + Czeixco_s‘?x + C3efxsen7x

Ejercicio 6.2.7
Resuelva la ecuacion diferencial mediante operadores diferenciales

y'—y' =12y =0
(D2=D—-12)y =0

(¢’ —a—12)=0
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(a—4)(a+3)=0
y(x) = Ce“* + Ce%?*
Realizando el reemplazo de a1y a5 se tiene:

y(x) = Cie*™ + Cye3*

Ejercicio 6.2.8

Del siguiente operador diferencial encuentre la funciéon primitiva de la ecuacion
diferencial

(D?2+D+ 1%y =0

(@>+a+D)(a’>+a+1)=0

—-1+/3i -1+V3i
a = a =
2 2
V3 1 V3,
a =—-+—1Ii a3 = —=-——1i
’ 22 Se observa que para
‘ > la solucion no se
considera el signo
a —_1_{_@[ a __l_ﬁl CleaxCObe-l-
27 272 + T 2 C,e**senbx
1 3 1 3.
0{1=a2=—§+—l a3=a4——_71
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1, 3 1, 3 1, 3 143
y = Cye 2xcos7+Cze 2xsen7+C1xe 2xcos7+C4xe 2sen—-

Ejercicio 6.2.9

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
5" +9)* =0
D3+ 1)%y =0

La ecuacién caracteristica se la obtiene con la siguiente expresion: (<3+ 1)? =0

(< +1)(oc? —o¢ +1) (¢ +1)(¢* —x +1) =0

1 V3, 1 3 1 V3,
;= —1; 0C2——+7l; o<3:§ — i = —1; ocs——+71;
1+\/§,
X=—+ —
6=t
1+\/§_
==K, =,= — —_
2 5 3 6= 5 21

1, 3 143 1 V3
y(x) = Cie™ + Cyxe™ + C3€2xC057 + C4ezsen7 + Cserxcos7x

1. 43
+ Cyxe2*sen - X
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Ejercicios propuestos seccion 6.

1y"+2y—15=0 Resp. y(x) = 13 + Cpe ™
2-(y,”_6)3 =0 Resp_y=x3+%x2+62x+63

_3+\/§x —3—\/§x
3y -3y =17y =6=0  Resp.y(x) = Cie® +Coe 5 "+ Ce s

169
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CAPILO VII

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N,
NO HOMOGENEAS A COEFICIENTES VARIABLES

Las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables de orden n no
homogéneas se pueden expresar de forma general [30].

an()y™ + an_1 )y V4. +a ()Y + ag(0)y = g(x)

Donde y(n)representa la n-enésima derivada de y con respecto ax,
ay(x),a;(x),...,a,(x) son coeficientes variables que dependen de yy g(x) es una
funcion conocida.

Para resolver este tipo de ecuaciones, se pueden utilizar diferentes métodos, como el
método de coeficientes indeterminados o el método de variaciéon de parametros.

Si se tiene una ecuacién diferencial de la forma con segunda derivada [31], [32].
y'+ai(x)y" +ag(x)y = h(x)
En algin intervalo I la solucién general es:
y(x) = yp(x) + ¥ (X)

Donde Y, (x) esla solucion global de la ecuacion diferencial homogénea
conocida, es decir la soluciéon de :

y'+a(x)y" +ag(x)y =0 (R)
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Yy (x) esla solucion particular de la ecuacién diferencial homogénea
Solucion :

y'+a;(x)y" +ag(x)y =0

yp(xo) =0
Xoel

y,p(xo) =0

Se supone que Y; Y, son solucion de la ecuacion diferencial homogénea

Y, (x) = C;Y;(x)+ C,Y,(x) (A) Solucion general de homogénea asociada

La variacion de las constantes en funcion de x se referencia en la siguiente ecuacion
como una soluciéon particular.

Yp(x) = ()Y (x) + C;(0)Y2(x) (B)

A partir de la solucion particular se trata de conocer qué forma tienen
Ci(x) y C2(x)
1. Ylp(x) = C,1Y1 + C1Y1’ + CZIYZ + CzYZI

2. Y”p(.x) = (Clyl + 62Y2), + C,1Y,1 + C:lYl” + CZIYZI + C2Y2”

Remplazando (1), (2)y (B) en (R):

(CN+CY) + 'Y + Cy" + C'Yy + Yy + ay(Ciy+C Y] + C'Y, + CY,") +
a,(C1Y; + C,Y;) = h(x)
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Agrupando:

cilyr + aryr + agyi] + c2lys + a1y’ + agyal + [e'ys + caya]'+eiys + cays +
ai(c1yy + ¢63y2) = h(x)

Si se considera que:

c1y1 + 6y, =0

Entonces:

ciyr’ + cy,' = h(x)

0 Y2
h 1A
c1(x) = 3('? yZZ
Vi yz'|
V1 0 |
" h
40 =T
Vi yz’|
ey = 220
! wly1, ¥,]
2 wly, ¥l

o [120h()
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1(x)h
oo [,
ci(x) = — y;gzh(:]) dx + k,

c,(x) = j‘yl(x)h(x) dx + k,

wly, vl

Como se tiene que la solucion particular es:

Vp(x) = c1(0)y1(x) + c2()y,(x)  (B)

Se reemplaza (3) y (4) en (B) :

y2(x)h(x) dx yl(x)+fy1(x)h(x)

V() = = wly1, ¥,] w(y1, y,]

dxy,(x)

dt

_ ("1 ®Oy()h(®) * 3, )y (X)h(t)
() = '];Co wlys, y.] e «[co wlys, ¥l

() = j-x <y1 By, (%) = y,()y; (%)

0 wly; (£), v, ()] ) h(t)dt

Si:

_ 11 ®y2(x) — ¥, (O)y1(x)
wlys(t), y2(t)]

k(x,t)



M

Vp(x) =f k (x,t)h(t)dt

Es importante tener en cuenta que resolver ecuaciones diferenciales no
homogéneas a coeficientes variables, G(h) se define como:

G:3(D) - ¢3(I)

h - G(h)

G(h) = f xk(x, Oh(t)dt

0

K (x,t) funcion de Green de L :

L=D?+a,(x)D + ayld

L(Oh h
0 [0 [ 2D

Esta es la férmula para calcular la solucion particular de la ecuacion diferencial lineal
de orden dos no homogénea.

Generalizando la féormula para calcular la soluciéon particular de una ecuacion
diferencial de orden n no homogénea tenemos:

y® +a, 1 ()y™ ™V + -+ a; ()Y + ag(x)y = h(x) (A)

(¥1, +»Yn) es linealmente Ind. y ()4, ...,Y,)son soluciones de la ecuacién
diferencial homogénea asociada a (4).

Yp(x) = 1 (0)y1(x) + c2(X)y2(x) + =+ + ¢ () v (%)

c1(0)y1(x) + () y2(x) + -+ (D (x) = 0
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¢ OYLG) + ch (Y5 () + -+ + ch ()Y (x) = 0
i Oy P () + )y V) + -+ b )y (x) = h(x)

y1(x)y2(x) ...0 Yur1 () o (X))
Vie(x) = :

i) .1 ﬁ%%y M“m

Vie(x)h(x)
w(y1,.vn]

cn(x) =

[ Vie(t)
%“}i&wma»w%unM”“

V()
%@—Z%U[ TGOk

Yo(x) = j F_2VOy) gy

o W[Yl (t)' ')’n(t)]

Doénde:

YVE(®)yr(x) — k(x t)

w[y1(®),...yn ()]

Yo (X) = f Xk(x, £) h(t)dt
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Ejercicio 7.1.0

y'+y=tg(x)

1.- La solucion general de la ecuacion es:

Ye = Ynp

2.- Resuelvo o hallo la solucién de la homogénea.

y'+y=0
D2+ 1)y =0
(a?+1)=0
0+2i
a = > a;=0+1i

Yn = cie**cosbx + c,e¥senbx
3.- Se halla la solucion particular para eso utilizo la formula

Yp = C1€0SX + CpS5enx

Solucién de la homogénea

Para saber y;, Y, sacamos de:

Yp = €1 COSX + cySenx

*y1(O)y2(x) — y1(x)y, (¢)
Yo _f

) wWhi(@®,32(0)]

0l2=0—l

(4)
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Yh(x) = c1y1(k) + c2y,(x)

Como:

Por lo tanto, tenemos que:

y1(x) = cosx y1(t) = cost
y2(x) = senx s y,(t) = sent
h(x) = tgx h(t) = tgt

Calculamos el Wronskiano:

Wy1(t), ¥, ()]

cost sent

Wiy, (£),y.(t)] = —sent cost

Remplazando:

Wy, (1), v,(t)] = cos?t + sen?t =1
Y1 (%), ¥2(x), y1(2), y2(£)

h(@®) y wly(6),y2(t)] en  (4)

X

Y, =f senx sent dt — f

Xo Xo

X cosx sen’t
cost

Como la integral esta en términos de dt entonces x es cte:

X

Yp = senxj sent dt — cosxj
X0 X0

X1 — cos?t
cost
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X 1 x
= senx (—cost [ ) —Ccosx —dt — f costdt
Y Xo [ 2 €OSt %o

X x
Yp = senx[—cosx + cosx,]| — cosx [lnlsect + tgtlxo - sentlxo]

El x, se toma con el valor de cero x, = 0

Yp = senx(—cosx + 1) — cosx[In|secx + tgx| — In|secx, + tgx,|] — (senx — senx,)

yp = —senxcosx + senx — cosx([In|sexcx + tgx| — In|1 + 0]] — senx + 0)
Yp = —senxcosx + senx — cosx(In|secx + tgx|) + cosx(In|1|) + sexcosx
¥, = —cosx(In|secx + tgx|) + cosx(0) + senx
yp = —cosx(In|secx + tgx|) + senx

Como la solucién general es:

y = cycosx + c,senx — cosx(In|secx + tgx|) + senx

Ejercicio 7.1.2

1
cosx

y'+y=

1.- La solucion general de la ecuacion es:

Y6 =Ynt¥p
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2.- Resuelvo o hallo la solucién de la homogénea.
y'+y=0

D2+ 1)y =0

(a?+1)=0

Al resolver esta ecuacion el valor de alfa resulta con dos raices imaginarias:
a’+1=0 - a=0+i - a=0 - b=1
Y, = c,ecosbx + c,e*senbx

Yn = €1€0SX + cy5enx

Solucién de la homogénea

3. Hallamos la solucién particular

y1(x) = cosx y,(t) = cost

y2(x) = senx — y,(t) = sent
1 1

h(x) = —— h(t) = —

CcosSx cost

Calculamos el:

cost sent

= cos’t + sen’t =1
—sent cost

Wiy (), y2(0)] = |

Para hallar la solucion particular se utiliza la formula, reemplazando los valores se
tiene:

Y, =

fx}ﬁ(t))@(x) — y1(0)y,(t) h(t)dt

X0 wy(£),y2(8)]
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x(costsenx —-cosxsent) 1

Y, = 1

cost

x * cosxsent
= senxdt — —dt
cost

x * sent
Y, = senx dt — cosx | ——dt
. . cost
0 0

*“d t
(cos )dt

Y, = senx[t]* —cost
p (], cost

X0
du

Y, = senx[x — xo] + cosx [lnlcostI;CO]
Y, = xsenx + cosx[In|cosx| — In|cosx,|]
Y, = xsenx + cosx[ln|cox| — In|1]]

Y, = xsenx + cosx[In|cosx| — 0]

Yp = xsenx + cosxin|cosx|
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Ademas se considera que en la solucién particular, las constantes no existen:

Y=YntW

Solucion General:

Ye = €1€0SXx + cysenx + xsenx + cosxIn|cosx|

Se recuerda que también se puede utilizar la féormula como:

B v, (O)h(x) Y2 (D) h(x)
Yo = y2(%) f whn (), ya (0] & ) f Wi (0, 7:601

Reemplazando :

cosx 1 senx 1
Yp = senx * dx — cosx *
cosx 1 cosx
senx
Yp = senx | dx — cosx dx
cosx

Yp = xsenx + cosxIn|cosx|
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Ejercicios propuestos seccion 7

1.

M

Pk

-3y = Resp. y(x) = C;x2 + Cox + 5 x%In | x|
2
x? % + x% —y =sen (x) Resp. y(x) = Cix + Cox™ 1 + %sin (x) — %xcos (x)
2
x2%+5x2—z+4y=ex Resp, y(x) = Clx_4+sz—1+iex
d? d 1 1
2 deZ’ 2xé+ 2y = x3 Resp. y(x) = Cyx + Cox* +5x°In | x | —1—6x3
2 Ly >t 3x ~+2y=In(x) Resp. y(x) = Cix 24+ Cox~ 1 + ilen (x) — 1_16x2
2 d asy

=+ 2x +y = x2cos (x) Resp. y(x) = C;x 1+ Cox7tn | x |

+5x cos (x) —Ex sen (x)
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